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Untersu~hungen über ein Problem der Hydro-
. dynamik. 
Von G. Lejeuue Dirichlet. 
(Aus dessen Nachlass hergestellt von Herrn R. Dedekind zu Zürich.) 
A~s dem achten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
. Göttingt;~n abgedruckt • 
. (Besonders ,abgedruckt aus dem "Journal f"ür die reine u. augewandte Mathematik," Bd. 58.) 
Vorwort. 
U ehe1· die · V oJiendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche 
nach dem letzten Willen des Verfassers mir übertragen worden ist, sind einige 
Bemerkungen vorauszuschicken. Das hier· behandelte hydrodynamische Pro-
blem, dessen Lösung aus dem Winter 1856-57 stammt, wurde in kurzen 
Zügen zuerst arn Schlusse der Vorlesungen über partielle Differentialgleichun-
gen im Juli 1857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauptresultat der 
ganzen Untersuchung. in den Nachrichten von der König!. Gesellschaft der 
Wissenschaften durch eine kurze Anzeige veröffentlicht. Die vollständige Dar-
stellung verzögerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den 
Gegenstand in seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theils durch 
die Beschäftigung mit andern Arbeiten, bis die plötzliche Krankheit und der 
zu frohe Tod die Vollendung unmöglich machten. Unter den hinterlassenen 
Papieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die arn 21. Juli 1859 
in meine Hände gelangten, fand sich zunächst ein so sorgfäHig ausgeführtes 
Manuscript, dafs es ohne die geringste Aenderung dem Druck übergeben wer-
den konnte; nur ist es sehr zu beklagen, dafs auch in diesem Bruchstiick 
die Einleitung, welche der Erörterung einiger allgerneiner Eigenschaften der 
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist. 
'Aufser diesem Manuscript, welches in der folgenden Anordnung bis gegen 
den Scblufs des §. 3 reicht, fand sich eine grofse Menge einzelner Papiere 
mit flüchtig· hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht 
zu erkennen war. Zum gröfsten Theil waren es Wiederholungen des schon 
Dargestellten, und nur selten "ergab sich aus ihnen ein Anhaltspunkt für die 
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weitere Ausführung. Indessen fiel es mit Hülfe dieser Papiere nicht schwer, 
die sieben Integr1dgleichungen erster Ordnung aufzufinden, welche -in der vor-
läufigen Anzeige der Abhandlung .erwähnt sind ; sie finden sich in §. 5 der 
folgenden Darstellung. Aufserdern wiesen zahlreiche Stellen auf den in §. 8 
behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich 
hab!;} ihn ·(in §. 6) mit dem andern in §. 7 untersuchten zu verbinden gesucht, 
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwähnten vorläufigen Anzeige 
mitgelheilt ist. Ferner gaben, wie aus den sämmtlich von mir hinzugefügten 
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwähnten Manuscriptes Ver-
anlassung zur Ausführung mehr mühsamer als schwieriger Rechnungen, die, 
weil sie für künftige Arbeiten wohl nützlich sein können, ihren Resultaten nach 
in die Abhandlung aufgenommen sind und, so den §. 4 bilden. Nachdem ich 
sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weiteren Untersuchun-
gen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetzt ge\ungen sind, ich in dem 
Schlufsparagraphen mittheilen zu dürfen glaubte. Ich verhehle. mir nicht, dafs 
trolz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches vollstän-
diger und besser hätte ausgeführt werden können; allein ich wollte die Her ... 
ausgl;lbe nicht noch länger verzögern, um so weniger, da -ich vertrauen darf, 
dafs man dieses letzte Werk des grofsen Denkers, dem es nicht vergönnt 
war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der unvoU-
kommenen Form würdigen wird. J 
Zürich, 10. November 1859. 
R. Dedekind. 
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Bei der Begründung . der allgemeinen Gleichungen, durch welche die 
Bewegung flüssiger Körper bestimmt wird:, kann man von zwei verschiedenen 
Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt 
man sieb die Aufgabe, für eine beliebige Stelle ( x, y, z) und eine beliebige 
Zeit I den Zustand der bewegten Masse, d. h; die Dichtigkeit, den Druck und 
die dreiCompoqenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese fünf Gröfsen 
als Functionen d.er vier Veränderlichen x, y, z, t zu bestimmen. Dem eben 
erwäbnten~Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleichungen det· Hydrodynamik, 
welche: man in ·aUen L~brbuchern findet .und welche Euter zuerst aufgestellt 
.h11t *). Diese Eutersehen Gleichungen liegen auch einer grofsen Abhandlung 
zu Grunde, welche Lagr~tnge mehr als· zwanzig Jahre später in derselben 
· akademi~chen Sammlung **) veröffentlicht hat und mis welcher er später mit 
einigen Zusätzen den Abschnitt seiner Mecanique analytique gebildet hat, wel-
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusätze beginnt 
deri erwähnten Abschnitt und betrifft eine von der Eutersehen wesentlich 
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lftgrange geht nämlich darauf 
aus, die Bewegung jedes Elementes der Flüssigkeit zu verfolgen, d. h. die 
Coordinaten x, y, z, den Druck und die Dichtigkeit dieses EJementes durch 
seine anfänglichen Coordinaten a, b, c und die seit dem A1tfang der Bewe-
gung verflossene Zeit t zu bestimmen. Merkwürdiger Wef-se macht jedoch 
. LagTange von den diesem Gesichtspunkt entsprechem:len Gleichungen gar 
kei-nen Geht"auch; nachdem er nämlich bemerkt hat;da'fs sie etwas complicirt 
seien·; ~furmt er seine Gleichungen in die .Eu/ersehen um, und fügt daim 
*} P}jnc;ipe$ ,generaux du roouvement des fluides (Histoire de l'Acad. de Berlin; 
Annee 1755) .. 
**) Memofre sur Ja Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux Memoires de 
r Acad. de Berlin; Antree 1781}. 
24 * 
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hinzu, dafs die letzteren wegen ihrer gröfseren Einfachheit zur Lösung be-
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seien. Ich mufs jedoch gestehen, 
dafs mir der Vorzug, welchen Lagrange den Eutersehen Gleichungen vo~ 
den seinigen einräumt, durchaus nicht begründet scheint, indem jene eine 
Eigenthümlichkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch 
welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird. 
Die Eigenthümlicbkeit, von welcher ich rede und die Lagrallge völlig 
übersehen zu haben scheint, besteht darin, dafs die Coordinaten :c, y, z nicht 
unabhängige Variable im eigentlichen Sinne des "\\r orles sind, da die Aus-
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegte 
Masse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganze vorangegangene 
Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umslande leicht ersichtlich, in 
welche Schwierigkeiten die Anwendung der Euterseben Gleichungen auf he-
sondere Probleme verwickeln mufs, da wir jetzt wissen, was freilich zur 
Zeit des Erscheinans der Mecanique analytique noch nicht erkannt war, ein 
wie wesentliches Element für die Bestimmung von Functionen mehrerer Ver-
änderlichen, welche durch partielle Differentialgleichungen und andere der 
besonderen Frage angehörige Bedingungen definirt wer.den, -der Umfang bildet, 
welcher diesen Veränderlichen zukommt. Der Vorzug der Euterseben Form 
scheint auf den Fall beschränkt, wo die ßüssige Masse im Laufe der Bewe-
gung dieselbe äufsere Gestalt behält, auf welchen Fall übrigens auch der leicht 
zurückgeführt wird, wo sich ein fester Körper in einer unendlichen Flüssig-
keit bewegt. 
Dafs die erwähnte Eigenthümlichkeit der von Eu/er gegebenen Glei-
chungeil Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt, 
von welchen ich die wesentlichste hier erwähnen zu müssen glaube, da sie 
in .alle Lehrbücher übergegangen ist und wissenschaftliche Irrthörner .um so 
schwerer versch.winden, je gröfser die Autorität ist, unter deren Schutz sie 
stehen. Schon Euter hatte in der oben citirten ·Abhandlung bemerkt, dafs 
seine Grundgleichungen sich sehr vereinfachen und .auf eine .zur.ückkommen, 
wenn für die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der 
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor-
dinaten genommenen partiellen Di~erentialquotienten derselben Function dieser 
Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lagrtm!Je durch den ·wich-
tigen Zusatz vervollständigt worde~, dafs die eben ausgesprochene Vorilns-
setz~llg immer für die Componenten der Geschwindigkeit von ~lbst Statt 
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findet, wenn sie nur für den Anfang der Bewegung gilt und überdies die 
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfüllen *). 
§. 1. 
. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lagrange 
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der 
Homogeneität beschränken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen: 
( d
1
x -X) dx +. (d2y -Y) dy +(d2z ~z)~-t-!!L 0 dt 1 da dt 2 da dt 2 da ' da - ' 
(1.) (~t~ -X)~: t(~;~ -Y) ~ t(~:~ -Z) ~: t 'J; - O, 
( d
2
x -X) d:c +(d2y --Y) dy +(d2z ~z)~+ dp = O, 
dt 2 dc dt 2 dc dt 2 dc dc 
~ + d:c dy dz = t. 
-da db dc 
In diesen Gleichungen sind a, b, c die anfänglichen Coordinaten eines 
heliebigen.Elementes, so dafs also der unveränderliche Umfang dieses Systemes 
*) Hier bricht leider das Manuscript vollställdig ab, und es war nirgends eine An-
deutung über die weitere Ausführung zu finden; doch ist wohl kaum zu zweifeln, dafs 
die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte. W,enn man diejenige Function, 
deren partielle Derivirte die Componenten der wirkenden Kraft liefern, durch partielle 
Differentiationen aus den drei ersten der von Lagrange gegellenen Grundgleichungen eli-
minii1, so. erhält man drei Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf 
die Zeit gestalten; bezeichnet man mit ~' 5B, ~ die drei lnfegrationsconstanten, welche 
also nur noch von a, b, c abhangen können, so ergeben sich mit Hülfe der vierten 
Lagrangeschen Gleichung, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt, leicht 
die drei folgenden Gleichungen 
dv _ dw = ~ d:c t5B dx +~ dx dw _du = ~ dy t5B dy +~ dy 
dz dy da rfb dc ' d.r dz da db dc ' 
du _ dv = ~ dz t5B dz +~ ilz 
dy dx da db dc ' 
in welchen u,, v, w die nach den Axen der x, y, z genommenen Componenten der Ge-
schwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleich~mgen folgt, dafs, wenn für ein bestimmtes 
Element (a, b, c) der flüssigen Masse die Werthe der drei zur Linken stehenden Differenzen 
anfänglich verschwinden, dasselbe während der ganzen Dauer der Bewegung für das 
nämliche Massenelement (a,b,c) gelten. wird. Ist daher ursprünglich in einem von flüssiger 
Masse erfüllten Raume - denn nur in einem solchen kommt den Zeichen u" v" tv eine 
wirklich~ Bedeutung zu - der Ausdruck udxtvdytwdz ein vollständiges Differential, 
so wird dasselbe auch zu jeder spätern Zeit für denjenigen Raum gelten, welcher augen-
blicklich die nämlichen Elemente· der flüssigen Masse enthält. Es haftet daher diese 
Eigenthümlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie La_qrrmge zu beweisen glaubte, an 
dem absoluten Raume, als vielmehr an der Masse. - Die weitere Untersuchung der Be-
deutung der drei Integralgleichungen gehört nicht hierher. 
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von dt·ei Variabeln ·durch die ursprüngliche Gestalt der Flüssigkeit bestimmt 
wird, x, y, z b~zeichnen für die Zeit t die Coordinaten desselben Elementes, 
I' den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, Y, Z endlich sind die Com-
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die 
letzte 'Gleichung betrifft, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt, 
so bat das Summenzeichen in derselben nach der üblichen Bezeichnung die 
Bedeutung einer Determinante. Wir werden eir«:!n Fall behandeln, in wel-
chem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse 
herrührt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung· umgekehrt 
propot·tional ist. Bezeichnet dahet· V zur Zeit t das Potential der Flüssigkeit 
füt• den innern Punkt (x, y, z), so dafs also V eine Function von :c, y, z und 
t ist, und bezeichnet ferner 8 die Constante, welche die Anziehung zwischen 
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung ausdrückt, so ist 
dV dV dV 
X=E-d , Y=8-d , Z=8-d · 
· X J' Z 
Durch Substilution dieser Ausdrücke nehmen die'•drei ersten Gleichungen fol-
gende Gestalt an 
(2.). 
(J2x d.r + d2y ily + d2z dz _ 8 d Y + dp _ O dt~ da dtz da dt 2 da da da - · ' 
d2x d.r rfly dy d2z dz dY . dp 
dt 2 db + dt 2 ,db + dt 2 db - f db + db == 0~. 
d2.x dx + d2y dy + d2z tlz _ 8. dl' + dp _. O dt 2 dc dt 2 dc dt 2 de dc dc - ' 
Unsere Untersuchung ist auf die Voraussetzung beschränkt, dafs die zu be-
stimmenden FunctionPn x, y, z der viet· unabhängigen· Vat·iabeln a, b, c, t 
die drei ersten derselben nur linear enthalten, und wir .bemerken sogleich, 
dafs wir überall in der Folge unter einem linearen Ausdt·uck einen solchen 
verstehen werden, der kein von den Variabeln unabhängiges Glied enthält. 
Wir haben also: 
lx = Ia · tmb ftw, (3.) y = l'a +rn'b fn'c, z = l"1~ + m"b + n"~,· 
Wo die Coefticienlen I, m, ete. nur von der ·Zeit t alibäogig sind und in ~otgi 
der Incompressibilität folgende Gleicbllng-.,efriedi.g~n müssen 
() = 2 + l11ln" ~ ·1. ' : 
Für 1=0 fallen x, y, z mita, 6, c zusammen, so dafs also 1-m'=n;'=1, 
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Während die sechs übrigen dieser Gröfsen verschwinden. ~ifferentiirt man 
'()bige Gleichungen nach t ~ so erhält man für ~ie Componenten u ~ v~ w del' 
Geschwindigkeit . 
_ dx _ dl + dm b .J d" . U-dt-dta fit Tfitc, 
dy dl' dm' dt•' 
v = dt = dtafdtbfTtc,· 
dz dl" rltn" dit" 
w = Tt = Tta+ dt btdtc. 
Die anfänglichen Werthe der Gröfsen 
dl dm du 
dt ' dt' fit ' 
(4.) 
·. ''rli'. 
'dml du/ 
. dt ' dt ' dt ' 
dY1 dmr dn" 
dt' dt ' Tt 
sind nicht ganz willkührlich, sondern es findet zwischen denselben die Be-
dingungsgleichung 
(lfl) (dm') (dn") = O dt. 0 + dt . 8 + dt 0 
Statt, welche man erhält~ wenn man ~~ bildet und dann · t . 0 setzt. 
Wir wollen :öun zeigen, dafs unsere Ausdrücke, in denen 9 unbekannte 
Functionen der Zeit t vorkommen, die Bewegung eirier flüssigen Masse aus-
drücken, deren. Elemente sich nach dem Gesetze det Natur anziehen, wenn 
die Masse ursprünglich die Gestalt eines Ellipsoides hat~ die anfängliche Be-
wegung den Gleichungen (3a.), welche 8 willkührliche Constanten enthalten, 
gemäfs ist und endlich an der Oberfläche ein constanter oder nilr von der 
Zeit abhängiger Druck· Statt findet.. Läfsl ·man den .. Anfangspunkt. der Coor-
di~aten · mit dem Mittelpunkt, die Axen der x ~ y, z oder a, h, c mit den 
Bauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfänglichen 
Oberfläche die Form 
(5.) 
Ehe wir ·weiter geben,. !st zu bemerken, dafs unser·e Ausdrücke (3.} un'fl{4.) 
die bei der 'llegründung der Gleichungen (1.) voraasgesetzte Continnitäts-
bedingung erfullen., ·welche wesentlich darin besteht, dafs die Punkte, welche 
anfänglich eine geschlossene Fläche bilden, auch zu jeder spätm•en Zeit eine 
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solche .bilden~ und dafs jeder ursprünglich innerhalb oder aufserbalb dieser 
Fläche liegende Punkt eine ähnliche Lage in Bezug auf die neue Fläche ein-
nimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dafs zu jedem System bestimmter und 
endlicher W erlhe a, b, c ein eben solches System von Wertben x, y, z und 
wegen 0 = 1 auch umgekehrt gehört. 
Löst man die Gleichungen (3.) nach a, b, c auf, so erhält man 
l a = J.x + J.'y + ),"z, (6.) b = ,uxt ,u'r+ ,u''z, c = vx -t- v'y + v"z, 
wo J., J.', elc. wegen 0 = 1 Ausdrücke ohne Nenner und die sogenannten 
aus den 9 Gröfsen I, m, etc. gebildeten partiellen Determinanten sind, so dafs 
also z. B. J. = m' n"- m" n'. Setzt man die W erthe fl, b, c in obige Gleichung 
ein, so erhält man zur Bestimmung der Oberfläche zur Zeit I 
1 1 . 1 (7.). Al (J.xtJ.'ytJ."z?+ ß2 Cuxt.u'yt,u"zY+ ce (vxtv'ytv"zY = 1, 
so dafs also bei einer durch· die Gleichungen (3.) bestimmten Bewegung die 
anfänglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberfläche auch zu jeder späteren Zeit 
die Gestalt eines mit dem ursprünglichen concentrischen EUipsoides hat. Man 
kann noch hinzufügen, dafs Punkte, welche anfänglich ein mit der Oberflä.che 
concentrisches, ähnliches und ähf\lich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder an-
dern Zeit in ähnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfläche stehen werden. 
Es soll nun gezeigt werden, dafs die ~usdrücke (3.) den Gleichungen (2.) 
genügen, wenn die darin enthaltenen Functionen der Zeit, I, m, etc. gehörig 
gewählt werden. Hierzu ist zunächst erforderlich, dafs das Potential V der 
von dem Ellipsoid (7.) begrenzten Masse für einen inneren Punkt ( x,y, z) be-
stimmt und dann durch a, b, c ausgedrückt werde. Nach einem bekannten 
Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides für 
einen inneren Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der aufser e.inem constanten 
Theile drei den Quadraten der Coordinaten proportionale Glieder .enthält. Um 
das Potential für unser Ellipsoid (7.), welches nicht auf seine Hauptaxen be-
zogen ist, zu erbalten, müfsle man· also durch Auflösung einer cubiscben 
Gleichung zu diesen überge~en und dann da.s für das ,neue,Coordinatensystem 
geltende Potential durch x, y, z ausdrücken. BeUlet eben angedeuteten etwas 
l!m~tändlichen Rechnung sJeBt sich heraus, dafs; das Resultat nur symmetrische 
Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung enthält und aJso ohne 
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,Lösung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man gelangt zu, delllßellnm 
Ergebnifs auf weit kürzerem Wege, wenn man sich zur Auffindong des Po-
fi:lßtials der Metbade des discontinuirlicben Faktors bedient, welche unmittelbar 
auf ein ·.EJ}ipifrid -~angewandt werden kann; -welches auf beliebige Axen· be-
zogen isf~J.,-. -Da jedoch der sehr complicirle Ausdruck, welchen man durch 
die- '&ine'odet die andere der angegebenen Verfahrungsarten·erbält; zu unserem 
Zw~ek~ entbehrlich ist, so wollen wir· tHi's bei der -Ableitung desselben- nicht 
aufhalt~-**}; Es genügt für uns zu d~emerken, -dafgc 4-as durch x, y; z aus-
gedrückte Potential offenbar aufser einem oonstanteli den Werth desselben im 
Mittelpunkt darstellenden Bestand I heil eine vollständige_ homogene Function des 
zweiten Grades von x, y, z ·enthält. - pjeseJbe -·Form- wird das Potential in 
Bezug auf a, b, c dal'bieten, ~enn 111an 'fur. x, y, z die. Ausdrücke (3.) ein-
setzt: Es ist also 
V ' H __;.· Lr42 ----' Mfl ~ · Nc2 ~-2L'bc _.:.,. 21Jl' ca ,___ 2N'ab, 
wo L, · lU, ... N' sehr zn.sammenges,etzte, elliptische Integrale enthaltende Func-
. 1 " h · h D. · ·h. · h df! dV df! d' v · b 1 honen von .. , tn, .•• n ezew nen. a Jernac du , db , (}(; 1e ar1a e n 
a, 1J, c nur linear enthalten, und ·dasselbe von den drei ersten Gliedern in 
jeder der Gleichungen (2.) gilt, so werden.diese Gleichungen unabhängig von 
a, IJ, c nur bestehen können, wenn der Druck aufser ·einem von a, b, c un-
abhängigen BestamHbeil nur Glied-er zweiter Ordnung- enthält. Da wir nun 
andererseits voraussetzen, dafs dieser Druck an der ganzen Oberfläche zu der-' 
s-eHren Zeit denselben blos von dies.er abhängigen W~rlh P bat,· so mufs p 
*) Ueber eine neue l\lethode z_ur Bestimmung vielfacher Integrale (Abhandlungen 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin; 1839). - Unter den hinterlassenen Papieren 
fand sich die folgende vereinzelte Bemerliung: "Als einmal z~schen Jacobi _und mir die 
Rede von der Attraclion der Ellipsoide war,· mit welchem Proldem der grofse Mathema-
.~jJ\.er sieb früher sehr angelegenllich beschäftigt hatte, erwähnte er eines Umstandes, der 
ihn ~ehr überrascht hatte; des Umstandes nämlich, d-afs die.Bestinurmng der auf einen 
äufseren Punkt ausgeübten Anziehung auch d~nlli nur die Lösung; einer einzigen cubischen 
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Hauptaxen bezogen sei, ~nd legte 
mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen Faclors in dieser Bezie.;. 
hung _verhalle. Ich konnte sogleich antworten, dafs sich bei A.1wendung der eben er-
wähnten :Methode· dieselbe Erscheinung zeige, und Jf.1cobis ~emerkung zugleich durch 
die Angatie<t'et~olfständigen ". dafs sich für einen -inneren PUnkt gar' keine cubische Glei-
chung ei~s~-@~{;~;:;c Vergl, Aruner~ung Ct); zu ~· ~' , _ ,_ : ,, 
_ . **} Es, e,rJJj;hi~P zweckmäfsig, ~lie hier und im Folgenden angedeutete 1 ,durchaus 
nicht schwierige'' Rechnung wirklich, auszuführen; die Resultate findet man 'weiter unten 
im·.§. 4. · , · ' 
'• 
2 
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offenbar die Form · 
( 
az bz cz) 
p = Pta 1- .Az-'- 8 .- cz 
haben~-· wo a eine nur mit t veränderliche Gröfse bezeichnet. Setzt- .man 
alle- im Vorhergebenden erhaltenen Ausdrücke in die Gleichungen (2.) ein, 
so ztwfällt jede derselben .• in drei neue Gleichungen, indem die mit tl, b, c 
muJtiplicirten Glieder besonders- verschwinden müssen. Man bat also zur 
Bestimmung det· 10 Functioilen der Zeit, l, m, ... n11, a die folgenden Glei-
chungen, welche in gleicher Anzahl sind, 
l dtl I l' d2l' + [II dtl" =-2L .t 20" 
dt 2 T · dt 2 dt 2 6 A2 
d 2m , d2m1 11 d2m!1 · 2a tn dtz fm dtz fm dtz = -2iJletBz 
d 2 n 1 d2 u1 11 d 2 n" 2a 
n dtz + n dtz + n cft• = - 2Ne + cz 
d 2 n 1 d2 n1 11 d2 tl1 ·· ·, 
m dtz +m dtz fm dt• = -2L e 
(a) d
2
m + 1 d1m1 + 11 d2m" L' . 
n dt 2 n ~ n dt 2 = - 2 li 
d2 l ·. 1 d2 / 1 1f d 2 / 11 t 
n dtz + n dt~ + n dt.~ = -2M e 
d2 "12 I d2 II l _!!_ t. I' _,.._,_~ t l" ~ = -2M' · 
dt 2 . ' dt 2 dt 2 li 
d2 d2 I fl II l __!!!:_+ l' .~ t I" ~ =- 2N' dt 1 dt 2 dt 1 li 
d2l I d2l1 II d2JII I 
m dtz +m dt'l. fm dtz = -2N e 
.:E +Im' n" =·1. 
Es ist leicht, die Unbekannte a 'zu eliminiren, indem man a9s den drei ersten 
dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der gröfseren. ~ymmetrie 
halber wollen wir jedocq die Gleichungen in unvttränderter Form . .beibehalten . 
... 
§. 2. 
·i 
· Obgleich das eben .· aufgestellte Systent· aUen .. .B~iogungen der Auf-
gabe genügt und ebensoviel Gleicb,ungen als fhtheluumte enthält, so reicht, 
str~~g. genommen, dieser doppelte ~m~t~nd nicht 11ns; 'um die Möglichkeif der 
oben angedeuteten -Bewegung zu zeigen, Es -i~ vielmehr noch nachzuweisen, 
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dafs unsere Gleichungen ausreichen, um aus den anfänglichen Wertben oor 
G -1'; I · '' d 'h D. . . dl dn" r- I h r. I' ro.sen , m, .. : n un 1 rer eriVIrten dt , • . . dt , ur we c e an•ä.ng I-
ehen Wert.h(} .· die obigen Bedingungen gelten, die W erthe der Gröfsen l, 
m, .• c• ~1' für eine beliebige Zeit t ableite~ zu können. Es. kommt dieser 
Nac~yv~js . offenbar darauf hinaus, zu zeigen, , dafs, wenn fÜr. ein.e beliebige 
Zeit aie. W etthe von l, m, ... n" und ihren ersten Derivirten als endlich. und 
vö!J,i~S ~ekannt vorausgesetzt werden, au~ unseren Gleichungen die Werthe 
. . J2l d' J2 ,; . . . 
der zweiten Derivirten dt• " d;·, · • ·· d~ für dieselbe Zeit abgeleitet werJien 
können. Es wird genügen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus 
keine Schwierigkeiten daooietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man 
. · . ,. . . . . ,, ... ,•d2/ d2JI d2JII· , • 
die drei der GleiChungen ( a ), welche dt 2 , dt 2 , dt 2 enthalten, nach dwsen 
Gröfsen auf und ver'fährt eben~o iri Bezug auf die sechs übrigen, so erhält 
man für jede der 9 zweiten De~ivirten einen Ausdruck der Form eo+ f, 
wo e und f wegeii 0 ·. 1: .ohne Nenner sind und völlig bestimmte endliche 
W erthe ba~ep-., so dafs alles darauf hinauslwmmt sich zu überzeugen, dass o 
einen bestimmten· endlichen Werth hat. Dieser W erth aber ergiebt sich aus 
einer Gl~icbu,ng ·der Form e'o+ f' = 0,. welche. man erhält, wenn man die 
. . ~0 
eben erwähnten Ausdrücke in die Gleichung dt• .. 0 setzt, und in welcher 
von e' und f' dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf e und f' bemerkt wurde, 
ri~d e' als eine . Summe von Quadraten~ die nicht giei~bzeitig verschwinden 
liönnen, von Null verschieden sein· wird *). 
Es ist übrigens hinsichtlich der Be~egung, welche durch unsere Glei-
chungen d~finirt wird., eine wesentliche. Bemerkung zu machen, welche den 
jeden Augenblick an der Oberflä~he. ausgeübten Druck betrifft. Dieser Druck 
mtifs. in gewis.sen Fällen ~ine bestimmte Grenze üb~'rsfeigeri, . wen'n die Be.:.. 
wegung physisch möglich sein soll, es sei denn, cflafs man unter einer in-
compressibeln Flüssigkeit eine solche verstehen wg)J.te., 'die~ wie sie ;jeder 
Zusammendrückung, SQ auch jeder sie zur Trennung sol,licitirenden Kraft 
wide,rsfeht. Nimmt man diese letztere Fähigl{eif, wie gewöhnlich, nicht in die 
Definition .auf, so ist es für die Darstellbarkeil der Bewegung durch die· hy-
drodynands~en Gleichungen e·rforderlfch,. dafs der Druck in der be,wegten 
. . - V I . . 
*Y Das aifs~l'titirt~\Itesultat qJiesei' Rechoong findet ntön in §• :4. · · 
, 2* 
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Masse nie negativ· wet.de. Da nun in unserem Falle 
( a
1 
·61 c') P = Pta 1------.A'~ .ß'~ C 1 
und der eingeklammerte Ansdruck innerhalb der Masse alle W erthe zwischen 
0 und 1 annimmt, so besteht für den Fall, wo die Grolse a~ die im AUge-
meinen nur durch die Iotegration unserer DHferentialgleichungen bestimmt 
werden _kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhält, die Be-
dingung, dafs P nicht unter dem absoluten Werthe von a liege. Nur wenn 
a nie negativ wird, bleibt P unbeschränkt und kann die durch unsere Glei-
chungen definirte Bewegung im leeren · Raume und ohne äusseren Druck 
Statt finden. 
Nur der anfängliche d. h. t = 0 entsprechende Werth voR a läfst sich 
. d'O 
ohne Integration bestimmen. Setzt man t =·0 in der Gleichung dtz =0, so 
erhält man 
l. 
dm1 dtt11 dn" dl dl dm'l 
-
2 dt dt - 2 dt dt - 2· dt dt 
- . . 
dm11 dt~' dn dl" dl1 dm + 2 F dt t 2 dt dt t 2 dt· dt 
Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die· Form geben 
C~!Y+C~;'Y+C~;''Y-C~!+ ~~-' + ~;"Y, 
wo qas letzte Quadrat nach der schon früher bemerkten Bedingungsgleichung 
verschwindet. Andrerseits ergieht sich, immer unter der Voraussetzung t • 0, 
durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a) 
d2l . d2 m1 d2 "" ( 1 t t) dt•+ dt• t dt2 ~-2(LtMfN)et2 .A't ß'~tiJi a~ . 
und da zu Anfang x~ Y~ z mit a; b~ c iusammenfaHen, so bat JT die Form 
V= H-Lx2 -My2 - Nz2, 
so dafs also nach einem, bekannten Satze 
d'Y d'Y d1 Y · · ·"'·· 
4n=- dxa -dy• -dza =2(L!M+~)~_ . 
Biernach wird unsere obige Gleichung . . , . " . , . 
( !_+· .!_+_!_)· = 2 + 1 ((' df\'+· (dm'~). '+(dtl') 1} + . .'d.lti;'4n'+. dn dt'+· dl' !!!!!_;' A 1 8 2 c• a ne '!' di) dt . . .dt · ... df dt dt dt dCdt 
Sind nun z. B. diejenigen der.- .anfänglichen W~e·(4.)., welche sich ausser-
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halb der Diagonale befinden;, und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen, 
. einander gleich, so ist der anfängliche W ertb von u positiv~ und wir werden 
weiter unten sehen,· dafs in diesem besonderen Falle dasselbe für die ganze 
Dauer .der Bewegung Statt findet *). . 
§. 3. 
Uru von der im §·. 1. betrachteten. Bewegung eine einfache Anschauung 
zu ·gewinnen, ist es zweckmäfsig die durch lineare Ausdrücke ausgedrückte 
momentane Bewegung in zwei {linfacbere zu _zerlegen." Wir bemerken jed.ocb, 
dafs diese Zerlegung ~nur den eben angegebenen Zwe·ck hat und für die voll-
ständige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewährt; da 
die beiden Theilbewegungen sieh im Allgemein{ln nicht für die ganze Dauer 
der Bewegung gett~nn~ h~stim~{!n lassen, , und bemerken ferner, dafs einige 
der in diesem §. gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der übrigen 
Abhandlung beigele~ten abweichende Bedeutung haben. Substituirt man in 
den obige~ Ausdrücken von u, v, w fü.r a, b, c die Werthe (6.), so erbalten 
die Compol)enten die Forrn · 
~ "=gx flty tkz (1.) v =g'x th'y tk'z · w = g" x+ lt" Yt k" Zi, 
wo g, h etc. einfache Verbindtingen von den selbst durch l, tn etc. ausge,-
drückten Gröfsen I., p etc. und den Gröfsen ( 4) sind, und man überzeugt 
sich leicht, dafs in Folge der oben bemerkteR Bedingungsgleichung immer 
die Relation 
gfh'tk" = 0 
Statt findet **). 
Nun läfst sich die augenblickliche.Bewegung eines Systemes, bei wel-
cher wie. hier die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit eines beliebigen 
den Coordinaten x, y,. z entsprechenden Punktes .. lineare Functionen dieser 
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der~ iil "ünserm ·Fall Statt fin-
delufen Relation zwiseheil d~n· drei Coefficienten g, 1t':; k'', in zwei einfachere 
Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Tbeilbewegung.en ist von solcher 
Be-schatrenh-eU, dafs~ wenn das System auf drei getiÖrig' gewählte neue 1\xen 
*) Den' »>w~ dieserdlebauptung findet man in §. 5. 
**) Die W0dhtkd.:<CQeßroientmi g,.,h, •. k" sind in. § . .4. angegeben. 
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der ~. iJ, ~ bezog'en wird, die · di~en paraUelen Componenten p, q, r der Ge ... 
schwindigkeit · di'e . eirifaehe Gestalt · 
,. (2.) · p=a§, q~btj, r=cf; 
annehmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer hlossen Rotation 
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Körper um eine durch 
den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Möglichkeit einer . 
solchen, Zerlegung zu überzeugen, ist zun.äehst. zu untersuchen, wie sich die 
Componenten 111 , V1 , w1 der durch die Gleichungen· (2.) ausgedrückten Be-
wegung darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige· Axen 
· der x, y, · z bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter. Anwendung der 
üblic1um Bezeichnung für die von den Axen gebildeten Winkel 
cosx§ = a, coSXiJ = ß, cosx't' ~ r 
cos y~ = a', cos YiJ ::.......:.. ß', · cos y~ __:_ r' 
cosz§ = a 11, cosZiJ · ß", coszt' ·. j;/', 
so h!lt man nach den bekannten Sätzen 
ul = a I' + ß q + r r 
vl = a' p + ß' q + r' r. 
wl = a"p + ß"q + r" r 
~ = ax + a' y + a" z. 
iJ = ß.xfß'ytß"z 
~ =.rx + r'·r + r" z. 
Werden die obigen W erthe von 'Jf, q, r in dm1 drei ersten Gleichungen und 
dann .für ~, iJ ,. ~ ihre durch die qrei letzten gegebenen Werthe substituirt, 
so erhält man 
(3.) );~ • !~ t~;t;~· ~w1 = m'xtl'y fnz, 
wo zur, Abkürzung gesetzt ist 
l = aa2 t !Jß2 f~ri I' . aa'afit bß'ß" t cr'r" 
m • aa'
2 f bj3'2 f pr'2 rn' = aa':a f bß''/3 + cr''r 
. n = f4a
112 + bß": + e.r"2 n' .~ acx~; + bßß' : + l;rr~· 
.I 
Man si~bt alsO', dafs, wenn dle durch (2.) bestimmte ~e)Vegn~tg auf ein he:r 
liebiges .Axen!!ystelß bezog~n. )wi:rd, in .den A,usdr~ken1 ~iM":di,e Compo(l~ntel! 
nur 6 verschiedene Coe{fi~nten vurk~m.~ tm~ j~ 1 -'We~ derselben, welchp 
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind. 
Es . ist nun auch umgekehrt :leieh$, · si~h s ·uher.s~ot· .dafs jede dur.w Iitteare 
Ausdrücke von der eben '~rwifhilren Bescbafreöli~ft''iJ!efinirte Beweglltigt' so auf 
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drei neue Ax~n der g.,· rJ, ~ bezogen werden känn, dafs die Componenten die 
obige einfache Form (2.) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt sieb so ... 
gleich durch 'den bekannten Satz, nach welchem der. Ausdruck 
lx2 + my2 + nz2 + 211 yz + 2til z;c t 2n1 xy 
durch Einführung anderer Axen auf die Form 
aft !Jrl + c~ 
gebracht werden kann, da offenbar die zur Erflillung dieser Forderung zu 
lösenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen; aufwelche unsere Frage 
zurückkommt. Wir können daher dies bekannte Resultat auf unsere Unter-
suchung anwenden. Nach diesem Resultate 'Sind a~ b~ c völlig bestimmt und · 
die drei immer reellen Wurzeln einer cuhiscben Gleichung; v:on diesen Wur-
zeln ist eine nach Belieben für. (l ~ . eine, zweite für b und die dritte endlich 
für c zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen anderen Erfolg bat 
als eine entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen nach sich 
zu ziehen. Sind die Werthe a~ b~ c uggleich, so ist auch das System der 
Axen der. s, 1J, t seiner Lag.e nach völlig. bestimmt. Etwas anders verhält 
es sich, wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind. Im 
tJrsteren Falle, wenn z. B. a und b gleich aber von c verschieden sind, ist 
nur die Axe der t ihrer Lage nach bestimmt, wogeg.en für die beiden anderen 
irgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen werden 
können. In diesem Falle wird die schon so leicht zu übersehende durch die 
·Gleichungen (2.) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn man die bei-
den ersten Componeuten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die der Richtung 
nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Pbrpendikel h zusammen-
fällt und den Werth ah hat. Sind endtich die dfei Wurzeln a, !J, c alle 
einander gleich, so bleibt das System der drei rechtwinkligen' Axen seiner 
Lage nach ganz willkührlich, die Geschwindigkeit fällt überall ihrer Richtung 
nach mit der Entfernung (/ vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth a(J. 
Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System 
ohne Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den An-
fangspunkt gebende Axe rofirt, so sind für eine solche Bewegung die Com-
ponenleii··u2, v2 , w2 der Geschwindigkeit von de.- F;orm 
(4) I I I I I I . u2 = q z- r y ~ V2 = r ;c- p z, W2 = p y - q ;c, 
u~d umgelu~.ll#,)ßt.je~e". durch . ~iese Ansdrücke be~timmle Bewegung eine 
Rotation der bezeicbnet~n '.Art.· 
,. 
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Hiernach wird. also .die . Richtigkei* der oben ausgesprochenen Be-
hauptung über die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichgngen (1.j dargestellten 
Bewegung dargelhau .sein, wenn die neun in den Gleichungen (3.) lJod (4.) 
enthaltenen Coefficienteo so gewählt werden ~önn~n, dafs 
"= u1 tu2 , v = lh fv2 , fl' =u,1 f w2 
wird; dafs dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise möglich ist, 
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch 
zu bemerken, dafs in Folge der Relation 
!I+ h' + k" = 0 
. der Charakter der ersten der beiden Thei1bewegung~n in unserem Falle . die 
Beschränkung erleidet, welche durch die Gleichung 
afbtc·==Oc 
ausgedrückt wird und ihren Grund in der Incompressibilität der Flüssigkeit findet. 
§. 4. 
Bevor wir weitergehen, wird es zweckmäfsig sein, die Resultate 
einiger oben nur angedeuteten ,Rechnungen hier anzugehen. Dazu gehört vor 
Allem der Ausdruck des Potentials V eine's nicht auf seine Hauptaxeo be-
zogenen durch die Ungleichheit 
Sx2 t S' y2 t S"z2 f 12Tyz t 2 T' zx t 2T"xy < 1 
· .. 
begrenzten Ellipsoids für irgend ejnen inneren Punkt (x, y, z). Bezeichnet 
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternäre quadrati-
sche Form mit F, die ihr adjoogirte 
. . 
(~'S"-'F)x1t(S"S'-T11)y2t(SS'-T'11)z2+2(T'T''-TS)yz+2(T''T-T'S')zxt2(TT'-T''S'')xy 
mit F', ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinag~. 
der neun Gröfsen 
'Gsl+ G1 s2 f G2s+ 1 
S.Yft, 
T"s , 
T's , 
T" s , 
_S'sf1, 
T.y , 
.T's 
Ts 
S"s±1 
mit d, so findet man nach jeder·.del' beiden :im .§; ·L angeg~enen Metboden *) 
. . *) Die in der Anmerkung zu §. i .. pag. 189 erwäbßtC cq~sche Gleichung in. Bezug 
aufs erhält man, wenn man den eingeklainmer.Jen Auslmie'k~unt~r-dem Integralzeichen au[ 
der folgenden Seile = 0 setzt. · ' 
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Y~nJcr;~ {t- F-F'st(x2+~t"tt)(Gis+Gs2) }· 
' 0 ' < 
In unserm. Falle hängen die Coefficienten der ~eiden Formen F und F' 
auf folgende Weise von den Functionen I, rn, •• n" und den entsprech.enden 
J.., ft, ... v" ab: 
und 
T' T" _ TS ~ A 2l'l"fB2m'm"tC 2n'n" 
• .· A2B2c2 
T"1.'_,_ T'S' = .A1l"lfB2m11mfC2n11n 
. .A2B2c2 
TT'- T" S" = .A2ll'tB2mm'tC2nn' 
. . A2 B~C2 
1 
der W erth der Determinante der neun Gröfsen 
S; T", T' 
T", S', T 
T', T, S". 
Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor-
kommenden Gröfsen L, M, , . N' zu bestimmen, hat:man in dem eben für V 
aufgestellten Ausdruck die Coordinaten :JJ, y; z. zu ~rsetzen durch ihre Aus-
drücke als Functionen von a, b, e; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch 
bemerkenswerth, dafs das Potential V die Functionen der Zeit l, m, .. 11.!' 
-nur in· den sechs Verbindungen *) 
P=f tl'2 +Im; .P' · mn + rn'n' + m"11.11 
Q' = nl + n'l' tn"l" · 
*) Der Umstand, dafs hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon in 
§. L als Zeichen für; <Jen auf der Oberßä~h·e Statt findenden Druck gebraucht wurde, eine 
ganz andere Bedeutririg hat, wird kaum zu einer Verwechslung führen können. 
3 
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und hierin· ist d die positive Quadratwm·zel aus der Determinante 
s3 ( P Q R ) ,2 (QR-P11 RP-()12 PQ-Ri~) 
A2B 2 C2 + nzc•+ C2A 2 + A 2B 1 s + A1 + ß 2 + c• sf 1 
der neun Gröfsen 
Pt~., I B!, Ql 
'· 
B I• Q I S p 
• T Bz' ' 
0':~ P', B f ~·' 
Mit Hülfe dieser Formeln läfst sich nlin auch die in . §. !! : angedeulete 
Rechnung ausführen, welche den Zweck hal, die Fun~tion a durch die. G-röfsen 
1:~ rs, ..... n" und deren Derivirte erster .Ordnu.og. aussudrücken. ·. Das·.Resultat 
dieser etwas mühsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation, ist in der 
Gleichung ... 
('QR-P
12 '+ RP-!f' + PQ-R'2 ) -.2 -I ~-dl d}.. 
A' B 1 C 2 0 - E1l ..- dt dt 
enthalten, wo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (1, l), (rn, p,), •.. 
(n", v") bezieht. Der Coeffi.cient, mit welehem ·hier.-1a behaftet ist, läfst sieb 
in. die Form 
' t: ~ > • • ~ ,; '!. 4 ~ 
ll+1'•+A"• -t-~-'•+p.'~tl'"• + r+;.r-+at" ._ ·s· +. S' + -"='" 
A 2 • ·B• · c• Q 
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bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dafs er niemals verschwinden kann, 
da die Annahme, _dafs alle neun Gröfsen 1.., ~-t~ •. v" sich auf Null reduciren, 
mit der Gleichung 
I+ l..,u'v" = 1 
im Widerspruch steht. 
Um unser System von Formeln zu vervotlstä,ndigen, bilden wir auch 
noch die folgenden Ausdrücke für die_ Coefficienteng, h, .. k" in den Ge:.. 
scbwindigkeitscomponenten u~ v, w: 
- _ du _ ~ dl + -dm + dii _ : 1 dv - dl' dm' . dn' 
!J - d.l/ - dt P, dt V dt ' !J = d:c ·. ).. dt + ,n dt + V dt ' 
h = dn = ).' dl _L , dm +- , fln 
dy dt r 1-t dt v dt ' 
k = du = J." dl +. u" dm.+. "dn 
dz - dt ' dt v dt ' 
" · -dw • · dl" dm" dn" 
!J ; > d:c = ). df + .U df + V dt ' 
; fiir __;_ iftv :._:_ "J.' l(lll t· i Jmll + . 1 dn11 
. .· dy . dt .U f{t V dt ' 
d - dl11 d II d II A" =~= ~"-+ "~+ II_!!_, r - dz . .dt p, dt v dt 
Die Bedingung der Inco~pressibilität giebt dann zunächst die Gleichung 
dO = dtt -1- dv + dw = 0 --
dt d:c ' dJ' dz ' 
und für das letzte Glied in der zur Bestimmung von a dienenden Gleichung 
fin~et man den Ausdruck 
-i-26 ~-·h_~·+·~-~·f·~~·~ dt dt - dz dy dy dz d:r ilz 1/z d:c ~{ dx . d:r dy 
= 1 ((du)'+ (dv)' +(dw)') +dv ~+ dw du + d'! dv 
2' . d:r . dJ· dz dz dy d.r dz dy dx ' 
' . ' ' '- . . . . ~ . . . ' ' ' 
der uns dazu dienen \\'ird, die am Ende des §. 2. ~w~esprochene Behauptung 
zu rechtfertigen. 
Aufserdern mag noch hmerkt werden, dafs· ~ie Rotationen p', q', r' 
um die. drei Coordinatenaxen, in welche sieb die~ augenblickliche Rotation 
zerlegen1 tarst, di'e w enbe 
'" -; ;·d- . . ,11 . 
'-•(w v) p - Y dy. - dz · ' 
haben. 
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§. 5. 
Wir geben nun über zu der Aufstellung von sieben Integralen erster 
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen über den an-
fänglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich un-
mittelbar aus den Differentialgleichungen · (a.), wenn man je zwei derselben, 
welche rechts dasselbe Glied ·--: 2L' E, -2M' E, - 2N'E enthalten, von ein-
. an der abzieht; auf diese Weise erhält man 
dn dm dn' dm' dn" dm" ( dn' ) (dm") 
m dt - n dt fm' dt - n' dt +m" dt - "" dt = ~ = dt o- dt o' 
(I) .!!!.__1 dn + 1 dl' -l' dn' + 11 dl" -I" dn" = ~ = (dl") -( dn) 
• 1t dt dt 11 dt dt 1t dt dt dt 0 dt 0' 
l dm ~m dl tl' dm' -m' dt' + 1"dm11 -m".dl"_ = ~ = (dm) -(dl'). dt dt dt dt dt dt dt 0 dt 0 
Will man die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit an der Stelle (x,y,z) 
und ihre nach den Coordinaten x, y, z genommenen partiellen Derivirten ein-
führen, so lassen sich diese Integrale mit Hülfe der im vnrhergehenden Para-
graphen gegebenen Ausdrücke leicht in die folgende Form bringen*) 
dv dw 
dz - dy = 2!1, + ~m + (!n, 
dw du . 
--- = !l' +~m' t(!n', dx dz 
du dv >~tt"t m " + rr " 
--- = ~ ::um ~n dy dx · ' 
aus welcher unmittelbar hervorgeht, dafs die Axe der augenblicklichen Ro-
tation stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet . wird und 
dafs, wenn die drei links stehenden Gröfsen zu irgend einer Zeit gleichzeitig 
verschwinden, d. h. wenn keine Rotation Statt findet,. dasselbe für -die ganze 
Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der 
Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in· den Gleichungen' 
ausgesprochen, und man erkennt unmittelbar aus 4em. im yorigen §. mitg~­
tbeilten Ausdruck für die Fuoction a, dafs dieselbe "w~hrend der gan.zen Be-
*) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung. 
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wegung nur positive W erthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der am 
Ende des §. 2 .. aufgestellten Behauptung nachgewiesen *). 
Da, ferner in unserem Problem die wirkenden Kräfte nur von der 
wechselseitigen Anziehung der Elemente der flüssigen Masse herrühren , so 
liefert uns das Princip der Fläche drei Integrale 
{;( dz dy) J 1 YTt- zdt dr = const., ji( d.x dz)d z--:c- T = const., dt dt 
/( :c c::; ~ y ~~)dr = const., 
in welchen die Integrationen über alle Elemente dr der flüssigen Masse aus-. 
zurlehnen sind. Drückt man die Coordinalen x, y, z durch die ursprünglichen 
Coordinaten a, b, c aus, indem man das anfängliche Ellipsoid in unendlich 
kleine Elemente dr = da db dc zerlegt, u,:~d berücksichtigt, dafs 
fa2 dT = ~ ·A2, fi 2 dr := ~ • ß 2, fti dT = w; · 0 2, 
_ftcdr = 0, .{cadr = 0, j'abdr = 0 
ist, wo IDl zur Abkürzung für die Gesammtmasse 4n~BC gesetzt ist, so 
nehmen diese Integrale die folgende Form an: 
(II.) 
A2(l'dl" 1" dl')+B2 ( ,dm" "dm')+C2 ( ,dn" "du') 
· dt- dt m dt -m dt·. n Tt-n dt 
= st = ß2(dm")·- c2(dn') 
dt o dt o' 
.._42 (l".!!!.... - l dl") + ß2 ( " dm - dm") ..L, c2 ( " du - dn") 
· dt · dt · m dt m dt · l n dt n dt 
· ~'=C2(dn) -A2(dl"), 
. dt. 0 . dt 0 
A2(t ~ -1' ::)+w(md;;'-m'~)+C2(n ~~, -n'~;) 
= ~"= ...42(dl') -B2(dm). 
dt 0 dt 0 
Setzt man die in d.em vorhergehenden §. mitgelheilten Ausdrücke für 
die Gröfsen L, M, ... N' als bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehen-
*) Es mag beiläufig bemerkt werden, dafs die drei Integralgleichungen (l.) hin-
reichen, um aus den neun Differentialgleichungen (a.) sechs andere abzuleiten, welche 
die neun Functionen l, m, ... 1~11 nur noch in den sechs Verbindungen P, (), ... R', 
und aufserdem noch die Gröfse u enthalten. 
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_den Integralgleicbu~en auch aus· unseren Differentialgleichungen (a.} dur.ch 
eine etwas mühsame Rechnung, bei welcher votzöglich zu berücksichtigen ist, 
dafs zwischen den ~röfsen L, M, ... N' und P, Q, ... B' folgende Re-
lationen Statt finden· 
A2(B'M'- Q'N')tW(QL':--PM)tV(P'N-RL') - 0 
A2 (Q'L .-PM') tB2 (P'N'-R'L')tl.?(BM'~_Q'N) - 0 
A2 (PN' -R'L)tW(R'M-QN')tC\Q'L'-P'M') = 0~ 
von denen nur eine verificirt zu werden· braucht, weil aus ihr die beiden 
andern durch einfpthe Permutati()n abg~Jeitet, werd~n JöJ:Ul~D. -, , , 
Das siebente Integral wird uns endlich, d11rch das _Princip der )eb~ndigen 
Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem . Problem "Wi~lwp~en 
Kräfte durch die Gleichung 
/((~;)2 + ( ~ )2 +( !~ ))dr ==· Const.,+ifv dt 
ausgedrückt wird, in welcher die Integrationen über alle Elemente dr der 
bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausführung derselben, wie 
sie sogleich angedeutet werden soJI, giebt daqn das Jlesultat 
Az(( ~~ Y +{~'Y+(~~')) 
. (lll.) +B2((~~y t(~~')2+(d:;:'')) · ~·f'"'ds = Const. + 4my ~d . 
0 . 
+~'2(C ~; y +C~;'Y +(~")) 
Auf der linken Seite kann man nämlich das frühere Verfahren anwenden, 
indem man den ursprünglich von der Masse ~rfüllten Raum in unendlich Iaeihe 
Elemente dr = da rlb dc zerlegt, und die· Integrationen in Bezug auf die 
Variabeln a, b, c ausführt; man erhält dann unmittelbar, nach Unterdrückung 
. 2m ' •· . ' 
des constanten Factors T' den auf der linken Seife der Gleicbuag (lll.) 
befindlichen Ausdruck. Auf der rechten Seite würde man durch .dasselbe 
V erfahren zunächst ji · _ <(·_- ___ . ·_A'L_ ·fB2 Mfct.N)··, "' V dr - _rol H-. . . . , 5 _. . __ . , . 
-
finden; aus den in §. 4. gegebenen Ausdrücken für L_, lJJ, N ergiebt sieb 
ferner ohne Schwierigkeit · · . . . . ·: ·;,·::)' ;:f'. 
A2 LfBlM'tC21t .~.'!-·: ~·ttf~, ; : : > ·~ \ 
() 
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ji · ID? _/"L ds Vd"; = s-·4~ LI, . 
u 
woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der lntegralgleichQpg (lll.) e,hellt. 
Allein man kann auch ohne Hülfe der Ausdrücke für L, M, N den W erth 
des ·auf sich selbst bezogenen Potentials der flüssigen Masse leicM auf fol-
gende W ei~e finden. Ist nämlich 
x'z y'' z'a 
a•+ pzfyz = 1 
die Gleichung des auf seine Hauptaxen 'bezogeneo ElUpsoides, welches augen~ 
blicklieh die flüssige Masse. begrenzt, .so. ist der Werth des Potentiales im 
innern Punkte (:C, y', z') · 
V-n -1-----·----1"" dsc- .11'2 . ~",2 . . z'"' ) : .. · -:- () LI .. a"+s P2+S . r'+s ' 
wo LI die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck 
(tt;i)(i+ :~)(tt ;~) 
~edeutet. ·Zerlegt ;man· nun ·die. ganze· Masse in unendlich kleine Elemente 
~";, ==. da;' dy' dz',.. und bedenkt, dafs 
f.d· · 4nafir · 4n:ABC mJ·. f .. rzd· . ID? 2 /'. rzd - ill?ßz 1:. 12d ~Jl 2 Jt1: .a-= 3 =~.Jl;Jx 7:= 5 a,Jy -z;:= 5 ,Jz 7:= 5 r 
is~ so findet man zunächst 
ji . . . . . -f"r;d$( "2 fJ2 "~ ) 
... V~"; . Wln.t Li i-! a•ts -t fi2ts-! r•ts ; 
nun ist aber 
~+_/!_+_I_.= 3 _ 8 ( __!___ + _:1_ + ....L)· _ 3 _ 8 dlog(LJ2) 
a 2+s P2+s r2+s \a2ts .ß2ts _ r•ts - ds 
. .;___: ·s ....... 2!.. dd 
d ds' 
und hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende über 
j'Vdi = ~2n]'""!s (1f; ~~), 
0 
und da ferner durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, dafs 
·_ j· '·"" s_ds. dLI = -:f· ""8- t~(j). ds ~-""ds 
" .. > .41 ds .· ds · LI 
0 0 0 
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ist~ so erhält man endlich wieder 
ji ~ _frr.ds Vd-r = 5 .4'Y , LI, IJ -
und hierin ist nach bekannten Sätzen 
1 s i+ at' - 0, 0 Ss+f, T"s, T's I s P+ Au· . R', Q' 
d'= o, 0 - T"s, S's+f, Ts = R', ·Q+~u p 
0, o, 1+ ;21 T 1s, Ts,· S"s+f I ()', P', s R+c2/ 
wenn man sich einer üblichen Bezeichnungsweise der Determinant~ bedient. 
Natürlich läfst sich die Gleichung (111.) auch- ohne das Prinzip der 
lebendigen Kraft anzuwende~, aus den Differentialgleichungen (a)~hleiten; 
man bellarf aber dann der im §. 4 gegebenen Ausdrücke für die Gröfsen L, 
M, .. N', und aufserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich. 
§. 6. 
Bei der grofsen Complication der Differentialgleichungen (a) wird man 
eine vollständige Lösung des Problems wohl nur unter besonders einfachen 
Vor~ussetzungen über den ~nfänglichen Zustand der ßüssigen 'Masse erreichen 
können;, wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen 
Fällen beschäftigen. _ Eine solebei einfache Voraussetzung ist diejenige, dafs 
im Anfang der ]Jewegung sowohl . hinsichtlich der Gestalt als auch des Be-
wegungszustandes vollständige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe 
Statt findet; es leuchtet nämlich ein, dafs dann da~selbe für die ganze Dauer 
der Bewegung gelten wird. Dazu ist zunächst erforderlich, dafs die Masse 
ursprünglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dafs also die Axe 
der Symmetrie eine der drei Hauptaxen des ursprünglichen Ellipsoides ist; wir 
wollen annehmen, es sei dies die Axe C, so dafs B = A ist. Denkt man sich 
ferner an jedem Punkte a, b, c die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten 
-u = (~!)0at(!;)"bt(~;)0 c, ' 
V = c~;) a+C~') .Ii+(~') c, 
- -~. -. 0 0 
. .(dl'. ·') . (dm'') (dt•") 
w = dt o a + dt ob+ dt · o c
sind, nach Gröfse und Ricbtung··coristruirt, so ·darf durch eine beliebige 
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Drehung q; des Coordinatensystems um die Axe der c Nichts' geändert wer-
den,, d. h. wenn fl, b resp. in tt cos q; ~ b sin q;,. a sin q; + h cos q; übergehen, 
ohne dafs c sich ändert, so mufs u in 1.1 cos q;- v sin q;,. v in u sin q; + v cos q; 
übergehen, und w ungeändert bleiben, wenn der Bewegungszustand wirklich 
symmetrisch in Bezug auf die Axe der c sein soll. Dies gieht folgende 
Bedingungen: 
(dn) = O. (dn') = O, (df') O (dm") dt () ' dt () dt () = ' Tt 0 = 0 ' . 
(dm' ) (dl) (dl') (dm) fit 0 = dt 0;_ dt 0 = - dt 0' 
zu welchen in Folge der Incom~ressibiHtät. noch 
( dl) (dm')· , ·(d"") dt (J + dt 0 t dt () ---: 0 
kommt. Der Anfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen 
von der Form 
u=,qa-f-hh, . V= -ha-'t-gb, w= -2gc 
ausgedrückt Oie beiden Theilbewegungen, in welche jede solche Bewegung 
zerlegbar ist,. werden daher folgende Componenten haben: 
u1 =ga, t'1 = gb, w1 =- 2gc 
112 = hb, V2 = - ha, W2 = 0, 
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liefs, dafs die Theilchen der flüssigen 
Masse aufser einer RotatiÖn um die Axe der Symmetrie, eine derselben 
parallele Bewegung - 2gc und eine auf ihr senkrechte g y' tl t b2 besitzen, 
deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht. 
Sind diese Bedingungen für den Anfangszustand erfüllt, so wird die-
selbe Symmetrie auch fiir die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theil-
chen, welche ursprünglich eine symmetrische Lage.' ·in Bezug auf die Axe 
der c einnehmen, d. h. für welche a 2 t b2 und c constant sind, werden zu 
jeder spätern Zeit in derselben B-eziehung ~tehen", so dafs wieder :~l + y 2 
und z für diese Theilchen dieselben W erthe besitzen. . Diese Eigenschaften 
der linearen Functionen x, y, z der ursprünglichen ,Coordinaten a, b, c haben 
zur Folge, dafs stets 
' _,. n = O, ,-;' = 0,·- I"' O,. m;' ___:. 0, 
m/ = I, I' = - m 
sein mufs, so dafs diese linearen Ausdrücke folgende Form annehmen: 
x _ . Ia f mb, y ::......:.. - rrw + /b; z = n" c 
4 
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und offenbar sind die Bedingungen, welche hierans für die anfänglichen Werthe 
d D .. t dl dm dJt" f 1 "d . h . d b c er erJVJr en dt, dt , . . . dt o gen, 1 enhse mtt en soe en auige-
stellten. Die Bedingung der Ineompressibilität besteht in der Gleichurig 
( l2 + m2) tt" = 1 ; -
und folglich erhält man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen 
1 
a = ln"x- mn"y; b = mn"x + ln"y; c = -"z. 
lt 
Die Gleichung des augenblicklichen Ellipsoides ist daher 
n" z 2 
Az ( :rP f y 2) f f!l;t" 2 = 1 
und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form 
dl dm 1 dn11 "( dm dl ) 
U= dt afdtb=- 2n" dt xfn 1 dt -m dt y, 
dm dl "( dm. dl ) 1 dn" 
v =-Ttaf dtb = -tt lTt-"'Tt x- 2n" dt y, 
dn" 1 dn" 
w=dtc=7Ttz, 
wodurch wieder ausgedrückt wh·d , dafs Gestalt und Bewegungszustand zu· 
jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der c oder z ist; besonders 
bemerken wollen wir noch, dafs 
n"(l dm _ m!!L) = t( du _ dv ) = w 
dt dt dy dx 
das Mafs für die augenblicldiche Rotation um die Axe der z ist. 
Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese 
über die Natur der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a.) in Ueber-
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V für 
einen innern Punkt durch die Gleichung 
__ {'«> ds ( ""(x1+y1) 
y -~ d 1- A 1+n"s 
u 
ausgedrückt wird, in welcher 
( <tl's)-.1 s d = 1 + A• y tt 0 ."". 
ist, so erhält man für die Gröfsen L, M, . . . N' folgende W erthe: 
. {'«> ds 1 _ {'«> ds u111 
L = M = 'Yf Li' A•t r."s' N = n{.. 7' f;•n"'t s ' 
· L'=O, M'=O, N'=O. 
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Hieraus folgt, dafs vier von den neun Differ~mtialgleichungen (a,) durch unsere 
Hypothese identisch erfüllt sind, während die fünf übrigen sich auf die drei 
folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren: 
d 21 tl"m 2a d"u" 2a d2m d 2l 
l dt" tm dt" = A" -2EL; ~t" rlt" = c·-2eN; l dt• -m dt" = 0, 
welche in Verhindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der In-
compressibilität zur Bestimmung der vier Functionen l ~ m ~ n", cJ vollständig 
hinreichen, wie aus den in §. 2. gegebenen Andeutungen erhellt. 
Nachdem so die Zulässigkeil unserer Hypothese nachgewiesen ist, 
schreiten wir zur vollständigen Lösung des entsprechenden Problems, indem 
wir dasselbe auf eine Quadratur zurückführen. Die letzte der drei vorstehen-
den Differentialgleichungen hat das Integral (vergl. §. 5. 1.) 
1 dm. ~mdl = (dm) -:-wo, dt rlt dt 0 
und hieraus ergiebt sich die Folgerung, dafs die Rotationsgeschwindigkeit 
w = w0 n" stets proportional der Länge der Rotationsaxe Cn" des Ellipsoides 
ist. Durcft zweimalige DifferenJialion der Gleichung 
. 1 [2 _L 111,2 = _ 
I n" 
erhält man ferner 
dl dm 1 dn" d 2l d2m (dl)" (dm)" 1 d2n" 1 (d''")2 
l dt +m dt =- 2n112 dt; l dt 2 +m dtt + dt + dt .-:- -2tt112 dt• + n" 3 dt ; 
quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirt dazu das Quadrat 
der vorstehenden Integralgleichung, so erhält inan 
1 ~cdl)" cdm.)"l 2 1 Cd'"')' 
n11 ~ dt + Tt f = Wo+ 4n" 4 Tt ; 
und hi~rdurch geht die zweite Gleichung in qie folgen.de über: 
d"l d'm 2 " 3 (dt•")' - 1 d 21t11 
I dt' + m dt" --:-- -Wo n. + 416113 • dt - 2r~"" ----;;[i2 • 
Auf diese Weise gelingt es, die heiden FIH\ctionen I und m. vollständig zu 
elilnipireJA, qnd wir erhalten zur Bestiw,ml1ng der Funelionen n", cJ die beid~n 
folgenden Differentialgl~ichungen: 
1 .t( 2 n11 _ 3 (dt•")2 2 11 2a "d 2 n 11 20' 
- 2n'1-1·~ + 4n''a dt - Wo11, = A• -'teL; n rJt-2.. = 6.._- 2EN, 
in welchen die Gröfsen L, N nur noch von der Val'iabeln n" abhängen. 
- d 2 u" 
Eliminirt mau aus diesen beiden Gleichungen ~' indem man die erste 
,. 4* 
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mit rt", die zweite mit 1 multiplicirt und dann addirt, so erhält man nach 2n112 
Substitution der Ausdrücke für L und N die Gleichung 
j2tl1 1 t 1 (dn")2 
al Az + czn"zl = 2En-w~nm+i ""e dt ' 
welche mit der im §. 4. gegebenen übereinstimmt. Eliminirt man dagegen a 
. . . . cz 
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit ", 
n 
d. t •t A~~ I . 1· . d d b h. t h I d. o·f Ie ers e mi " mu t1p ICirt, un ann su. tra 1r ., so er ä t man Ie 1 -
n 
ferentialgleichung zweiter Ordnung 
( A
2 
) d2n11 A 2 (du")' ~ / 00 sds A 2-C2 n113 
2n113 + c2 dt 2 -in"' dt + A2 w~ = 2877J LI. n11 (A 2 tn"s)(C1 n" 2 ts); 
[) 
d II . 
multiplicirt man dieselbe mit 2 :; , so läfst sich eine Integration ausführen, 
deren Resultat 
( A
2 + -t 2)(dn")1+ 2 2 11 _ + _/""ds 
211"a () dt 2A w 0 n - Const. 4E77J d 
. [) 
offenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft 
gegebene Integral. 
Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That 
auf Quadraturen zurückgeführt ist,: bequem discutiren zu können, ist es zweck-
mäfsig, das V erhältnifs 
tt 11 J 11 C " v3 C2 
a ___;_ VA.zc = n A• = 1l ao 
der Rotationsaxe Cn11 des Ellipsoides zu dem Radius D = ~ A2 C der Kugel, 
deren Volumen dem des Ellipsoides gleich ist, als neue Variabete einzuführen. 
Ferner wollen wir 
W Wo 11 l!o 
(! = f2En = f2En tl = "o a 
setzen. Ersetzt man endlieh die Integrationsvariabele s durch D2s,~ und führt 
zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein: 
f(a) ;·"" ds , d~(a) =f'(a) =(~-J)f sds n 
0 (ita.~)y(tt ; 2 ) a a II (1tas) 2 y(1+:~) 
so nehmen die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an: 
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l~~ (2at : 2 ) = 2rn(1-(J2)-j-i(! ~;y, 
} ( 1 ) d2 a 3 (da)2 ! (l! , l l2 2t a3 dtt- a4 dt tSmla• -f(a)! = 0, 
f( 2 +~.){!)'-~Sm!:\ a-f(a) l • SmK, 
(b) 
wo K eine Gonstante bezeichnet, deren W erth von (Jo, a0 , (':;;)o abhängt. 
Für die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte 
Eigenschaften der Function f(a) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus-
rechmmg des bestimmten Integrals erhält man 
oder 
je nachdem a < 1 oder; a > 1 ist; für a = 1 nehmen beide Formen den-
selben Werthf(1) __.:. 2 ail; wird a unendlich klein oder unendlich grofs, so 
wird f(a) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck für f(a) geht 
hervor, dafs f( a) ein und nur ein Maximum f( 1) = 2 hat. Ist daher p irgend 
ein zwischen 0 und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f( a) = p zwei 
Wurzeln, von denen eine unter, die andere über der Einheit liegt. Ferner 
überzeugt man sich leicht, dafs, wenn a von 0 bis 1 wächst, die Function 
f' (a) beständig von + oo bis 0 abnimmt und dann für a > 1 negativ wird, 
so dafs, wenn q irgend ein positiver Werth ist, die Gieichung f' ( a) = q stets 
eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe unter der Einheit. 
Endlich ist a~s den früheren Untersuchungen über die gleichförmige Rotation 
einer flüssigen Masse bekannt, dafs die Function a2 f' ( a) ein Maximum 
= 0,2246 . . . hat 
·§.· 7. 
Betrachten wir nun zunächst denjenigen speciellen Fall, in welchem 
ursprünglich~' i1t1d folglich auch während der ganzen Bewegung keine Rotation 
Statt findet, also 
.(Jtl = 0 
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ist. Nehmen wir aufserdem vorläufig noch an*), dafs ursprünglich gar keine 
Geschwindigkeit vorbanden, also auch 
ist, so haben wir die Gleichungen 
~~ (2at ;z) = 2mt-i(! ~~y, 
( 1 ) d2a 3 (da)2 , 2 2t-;s dt2 --;; dt = Smf(a), 
(2+ :3)(~~y = 8m{f(a)-f(ao)}. 
Aus der letzten derselben f()Jgt, dafs während der ganzen Bewegungf(a)>f(a0 ) 
sein mufs; ist daher ursprünglich a 0 = 1, d. b. ist die ursprüngliche Gestalt 
der ruhenden flüssigen Masse eine Kugel, so folgt, dafs stets a = a 0 = 1 
• bleiben mufs. Nehmen wir dagegen an, dafs a < 1, dafs also die ursprüng-
liche Gestalt ein abgeplattetes Sphäroid ist, so ergiebt s-ich, dafs während der 
ganzen Bewegung a0 < a < a1 sein mufs, wo a1 die zweite Wurzel der 
Gleichung f( a) = f( a 0) bedeutet, von der wir wissen, dafs sie über der Ein-
~eit liegt. In der That wird I:IU~ a 11Ue W erthe des Intervalls von a0 bis a1 , 
und wieder zurück von a1 bis qo p,eriod.iscb, "Qnd jedesmal nach V erhmf der-
selben Zeit ; 
f ./"'' -./ 2t :3 
' 7: = y8en . da r f'(a)'-f(ao) 
"'" 
durchlaufen; man überzeugt sich hiervon .. sogleich, \venn man bedenkt, dafs 
da d · Z · h • d k d · .I d l' dt nur ann sem e1c en "n .ern ann, wenn a----: a~,~ o er = a1 1st, un111 . f\~S 
~:~ im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen Wertb hat, 
U.ll~ w~nn [llan fern~r berüQksiphtigt, dafs der vor~~b~nde W crth. YQU ·T endli~h 
ist, da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function f(a)-f(a0 ) 
von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie a - a 0 oder a-al' Die 
Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in welchen die Flüssig-
~eit durch die Kugelgestalt hindurcbge~end ahw~bs~~d die .Form eines ver-
l,ängerten und die eines abgeplatteten EUipsoi~ aoqimmt. Natürlich wQ~.de 
*) Das Resultat der Untersuchung für diesen Fall ist von Dil·icl!let in der vor-
läufigen Anzeige der Abhandlung vollständig ao_llgesprocben. 
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die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphäroid ursprünglich ein ver-
längertes wäre; es würde dann nur a 0 mit a 1 zu vertauseben sein. 
Der Charakter der Bewegung bleibt auch dailn noeh derselbe, wenn 
das Sphäroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die 
Aofangsgeschwindiglu~it in Betug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge-
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung 
(2+ ::)(~~X< 8En{(ao) 
bestimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfüiJt, also 
(2 + :g)(~~X> Scnf(a+ 
da 
so kann dt nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn 
. . 
bezeichnet k eine nicht negative Constante, so wird das Integral 
1 ./· l/ 2+~ 
f8E.n ~>o _a da r f'(a)tf& 
mit unendlich wachsendem . a, und das Integral 
v:.n[~daV ~:tk 
mit unendlich abnehmendem a über alle Grenzen wachsen. Ist daher (~;)o 
positiv, so wird ~; stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Werlh 
. y'( t + 2:)(~~ ): -4enf(ao) 
nähern, während a mit t unbegrenzt wächst; das Ellipsoid wird sich also 
unbegrenzt verlängern. Ist dagegen (~~)o negativ, so wird ~~ stets negativ 
bleiben und dem absoluien W erth na~h mit a unbegrenzt abnehmen, während 
t über alle Grenzen wächst; das Ellips~id wird sich daher u~begrenzt abplatten. 
· l11c allen diesen Fällen wird aber die Function a niemals negative Werthe 
annehmen, so dafs diese Bewegungen ohne Annahme eines äufsern ))ruck es 
physisch möglich sind. 
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§. 8. 
Wir wollen jetzt zu dem Fall übergehen, in welchem (Ju von Null 
verschieden ist, also während der ganzen_ Bewegung Rotation Statt findet. 
Zufolge der am Ende des §. 6. _ angeführten Eigenschaften der Function {( a) 
und ihrer Derivirten f' ( a 2 giebt es stets einen und nur einen W erth J'_, welcher 
der Gleichung 
genügt, und zwar ist 0 < ,J < 1. Betrachten wir nun die Function 
'1/J(a) = f' (J)a- f(a), 
so ergiebt sich leicht, dafs 1f1(o)=0 und dafs '1/l(a), wenn a von 0 bis ,J 
wächst, beständig abnimmt, also. negativ wird und für a = J den kl~in.sten 
W erth 1f1 ( J) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wächst da,nn a weiter, 
so wächst auch 1f1(a) und zwar mit a über alle Gi·enzen. Die Gleichungen 
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an: 
; 2 ( 2a+ a~) = 2m(1- f' (J) a2) + t(! ~~)' 
( 1 ) d2a 3 (da) 2 , 2 2 + a 3 dt 2 - a' dt + 8m1f1 ( a) = 0 
(2+ :a)(~~)'fßmtp(a) = 8m[1f1(au)fk], 
in denen zur Abkü1·zung 
d~~a)=f'(J)-f"(a)='l/l'(a); (2f ::)(~X =Senk 
gesetzt ist. Hieraus geht zunächst hervor. dafs für die ganze Dauer der 
Bewegung 
tp(a) < 1f1(a0)f k 
und folglich a stets unterhalb einer angebba1·en endlichen Grenze liegen mufs ; 
das Vorhandensein auch d•er geringsten anfänglichen Rotationsbewegung ver-
hindert also eine unbegrenzte Verlängerung des Sphäroides. 
Da ferner '1/1 ( d') der algebraisch kleinste W erth der Function 1./J ( a) ist, 
so haben wil· je nach dem Werth der Constante 1/'(«o) + k nur drei Fälle 
zu nnte1·scheiden. 
(1.) 1f1(a0) + k = tp(J'). 
Dies ist, da k nicht negativ sein kann, nu.r dann möglich, we~n k=O, 
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und a0 = J, also 
(dq) -=.. 0 und Q~. = a~ {' (a0), also ao < 1 dt 0 
ist; in diesem Falle mufs a constant = a0 bleiben,· so dafs die Bewegung 
in einer gleichförmigen Rotation eines abgeplatteten Sphäroides von unver-
än.derJicber Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuersl von Mtlclaurin 
~ehandelte Fan· ist. ·Bekanntlich ist erforderlich, dafs der W erth von (J~ 
.. einen bestimmten numerischen Wertb 0,2246 . . nicht übersteigt;. für jed~n 
unterhalb dieset· Grenze liegenden Wertb von ~~ existirEm zwei verschiedene 
e~tsprechende Sphäroide, die identisch ·werde~, . wenn Q~ diesen Grenzwerth 
selbst erreicht. Ferner leuchtet. ein~ dafs die GrÖfse o dann .einen unve~­
.änderlicben yositiven W erth ~at, d~fs ~~so die Bew~gung wieder ohne, einen 
äufseren Druck physisch möglich ist .. Endlich ergif)bt sich auch umgekehrt, 
dafs a nur UIJ.ter d'en Bedingun.gen dies,es Falles constant sein kann. 
(2~) tp(c>'}<tp(ao)tk<O. 
Dieser Fall ist~ da ft' nicht negfltiv s·ein kann, nur dann möglich, wenn 
(J~ < auf( ao) 
und aufserdem der absolute W·erth von (~;)o eine von Qo und a0 abhängige 
Grenze nicht übersteigt. Die Gleichung tp ( a) = 1/J (a0) + k hat dann . zwei 
bestimmte Wurzeln a' und a" > a', un,d zwar ist 0 < a' < c>'. Hieraus folgt, 
dafs a stets zwischen ·den beiden Grenzen a' und a" liegen mufs, und in 
der That wirtf a abwechselnd diese beiden Grenzwerthe·, stets nach Verlauf 
derselben Zeit 
erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit. ist bei dem Miilimumwerth a' zu 
klein, bei dem Maximumwerth a" ·zu grofs, als dafs die flüssige Masse ihre 
aug.enblickliche Gestalt beibehalten könnte. Auch ist zu. bemerken, dafs, wenn 
d'ie' ·Rotafiönsgeschwindigkeit im 'Augenblicke, der. gröfsten Verläng.erung des 
Sphäroides einen gewissen Werth übersteigt, oiese Bewegung nur unter der 
Wirkt1flo'gt•'.eiltes binreichend starken äilfseren · Druckes phJsisch möglich ist.,,; 
(3.) 1/J (a0 ) + k> 0. 
In diesem ,Falle, bat die Gleichung 1/J( a) = 1/J ( ao) + k ein.e einzige 
Wurzel, und es· wird daher. entweder von vornherein,, oder wenigstens nach 
5 
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Ablauf einer endlichen Zeit das Sphäroid anfangen, sich immer meh.r nad 
ohne Grenzen abzuplatten. Auch ·hier gilt die eben gemachte Bemerkung 
über die physische Möglichkeit der Bewegung. 
§. 9. 
Die soeben behandelten Fälle bieten die Eigenthümlichkeit dar, dafs in 
ihnen die Wertbe der drei in §. 4. mit P' > Q', B' bezeichneten Verbindungen 
wahrend der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun 
der Mühe werth zu untersucb(m, ob aufser den genannten Fällen noch andere 
möglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfältige 
Analyse ergab sich, dafs noch zwei andere solche Bewegungen mit den 
Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werMn können. 
Die erste derselben wird dut·oh die Gleichungen 
z = "" c; lm'n" = 1 ; 
, d'm.' 2a _ f'""ds m12 
1R dtz = H'- 2E1lj d. ß•m'tts' 
() 
"d2 1111 2a _ /'"" ds n111 
n dt 2 = ce - 28~ Ii' C 271112ts 
() . 
.ausgedrückt, in denen zur Abkürzung 
g-es~lzt ist *); allein hier reicht das von dem Prinzip der lebenqigen Kraft 
herrührende Integral nicht aus, um das Problem auf Quadrainren zurück-
zuführen. 
Der zweite Fall, weleher sich bei der Untersuchung auf eine eigen-
thümliche Weise von den übrigen absondert, giebt das schöne von Jaco!Ji 
gefundene Resultat, dafs ein dreiaxiges ßllipsoid, dessen Axen A.. B,. .C der 
Bedingung 
'j""ds t ·=f· ds 1 r( s )( ...• )'( s) 
A ·c )C . = --~ ·-; d= .. t+ "'. ·- .. t+·.B· ~ · t+ ·C' 
'() LI i+~2 ft ;,) 0 , 0 ft ;t .a •· , . 
genügen, um die kleins~e ,Axe C mit cons!ant~r .W~nlielgescbwindigkeit, 
/ deren Quadrat 
· *) Diese Gleichungen finden sich an. verschiedenen Stellen, aber ohne weitere 
Diseussion, iD den von Diriclltet hinterlassenen P-aflieren;; 
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k?.-
ist, roliren kann~ so dafs 
x=acosktthsinkt~ y= -asinktfbcoskt, z=c 
die GJeichungeu der Bew:egung sind. 
Aus dieser Untersuchung ergieht sieb also auch das Resultat, dafs ehi 
flüssiges homogenes Ellipsoid, dessen· Elemente sic'b gegenseifig nach dem 
Newtonsehen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Körper um seinen 
SchWerpunkt rotiren kan11, wenn die Bewegung um eine fesle, mi! ein~r 
:d~r Haupta:xen des Eflipsoides zusammenfallende Axe geschieht, w.as der 'von 
illaclaurin und Jäcobi' untersuchte Fall ·ist *J; offenbar nilnilich würde<n 
aufs er den Gleichungen P' = 0, Q' . 0, R' = 0 noch die Bedingungen 
P = 1, Q = 1, R ===' 1 zu erfmlen. sein, wodurch die übrigen, aufser den 
beiden soeben erwähnten, Fälle ausgeschlossen werden. 
Die geometrische Bedeutung der Gleichungen P' = 0, Q' = 0, R'= 0 
besteht darin, dafs diejenigen Elemente der flüssigen Masse, welche anfänglich 
auf den drei Coordinatena:x_en, also auf den Haupta:xen liegen, auch während 
der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfüJIPn; da nun 
andererseits aus der linearen Natur d& Ausdrücl~:e für x, Y~ z erhellt, dafs 
solche Theilchen der flüssigen Masse, welche ursprünglich in drei conjugirlen 
Durchmessern fiegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so ist der eigent-
liche Sinn der erwähnten drei Gleichungen der, dafs die drei Hauptaxen des 
Ellipsoides stets von denselben Elementen der flüssigen ~lasse gebildet werden . 
. Es laß nun n~he. eine.· verwandte Hypothese zu machen, die nämlich, dafs 
die Richtungen der d1·ei Häuptaxen stets unverändert bleiben; bedient man 
sich der in §. 4. eingeführten Bezeichnungen, so wit·d diese Forderung dureh 
die d1·ei Gleichungen T=O, T'=O, T"=O ausgedrücl\t und sie ist offen-
bar sowohl in dem ersten der beiden in diesem. §. erwähnten Fälle, als auch 
in demjenigen erfüllt, welcher vorher (in §>6-8.) ansführlieh behandelt ist; 
aufserdem ergab aber die Durchführung dieser Hypothese noch einen d1·itten 
Fall, \Veleher ein schönes Seilenstück zu dem soeben angeführten von Jacobi 
het·rüh1·enden Satze bildet und sich auf folgende Weise aussprechen läf'st: 
*) Diese Bemerkung Ist fast wörtlich einem Brit>fe IJiricllhts an Herrn Kro111 cl1e1· 
entnommen. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063931
36 
Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacobi genügt, 
kann auch seine äufsere Gestalt und Lage unverändert beibehalten, wenn 
eine inn.ere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleichungen 
x= acosktf b: sinkt~ y =- a ~ sinkttbcoskt~ z = c 
ausgedrückt wird, in denen die Gonstante k die früheve Bedeutung hat; jedes 
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen / 
xz. . Yz c,z . b" . 
AZ + JJ2 = A" + IJ2 ' z = c 
sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt wäre und gegen 
den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft 
angezogen würde, deren Mafs für die Einheit der Entfernung = k2 ist. 
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Zusatz zu der vorstehenden Abhandlung. 
(Von Dcdekiud zu Zürich.) 
ßei dem gegenwärtigen neuen Abdruck d-er Dirichletschen Abhand-
lung ~rschien es mir zweckmäfsig, zu den im §. 9 aufgestellten Sätzen die 
Rechnungen nachzuliefern, welche ich in die Abhandlung selbst nicht auf-
nehmen zu dürfen glaubte; es ist· mir bei dieser erneuerten Beschäftigung 
mit dem Gegenstande gelungen, einen neuen allgemeinen Satz zu finden, wel-
cher eine eigenthürnliche Reciprociiät zwischen je zwei zusammengehörigen 
Bewegungen eines und desselben flüssigen Ellipsoides ausspricht, und als spe-
ciellen Fall die Beziehung enthält, welche zwischen de1· Rotation eines Jacobi-
schen ungleichaxigen Ellipsoides und der von mir aufgefundenen Bewegung 
desselben Ellipsoides Statt findet. 
§. 1. 
Wir beschäftigen uns zunächst mit der Untersuchung desjenigen Falles, 
in welchem während der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen 
(1.) l P'.= mn+ m'n'+ m"n" = 0, Q' = nl +n'l' tn"l" = 0, R' =Im tt'm'' + l"m" = 0 
Statt finden, deren geometrische Bedeutung, wie im §. 9 der Abhandlung be-
merkt ist, darin b~steht, dafs die Hauptaxen des Ellipsoides stets von den-
selben Elementen der flüssigen Masse gebildet werden. Bezeichnet man, wie 
ich es in §. 4 der Abhandlung gethan habe, die Verbindungen 
12 + l'2 + l112 mit P, 
m
2+ m'2 t m112 mit Q, 
n
2 + n12 + n112 mit R, 
so ergiebt sich aus der Hypothese (1.) folgendes System von Relationen: 
ll = PJ., l' = PJ..', l" --..:. Pl", (2.) , m = Qp,, m' = Qp,', m" = Q,u", n = R11, n' = R11', n" = Rv". 
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Es leuchtet ein, dafs die neun Gröfsen 
l l' l" 
.YP' r'P' .YP' 
m m' m" 
r'Q' r'Q, .YQ' 
" 
n' n" 
.YR' r'R' .YR 
die Coefficienten einer orthogonalen Coordinaten- Transformation bilden, und 
es ist 
Setzt man daher 
PQB = 1. 
x' y P = lx + l'y +I" z, 
y'yQ = mx+m)-·+rn"z, 
z'yR = nx +n'y +tt"z, 
so sind x', y', z' die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf eiiJ neues 
rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Coordinaten in Bezug aqf das ur-
sprüngliche x, y, z sind. Da nun die mit der. Zeit: veränderlichen Coor-
dinaten x, y, 2 eines. flüssigen Elementes von den anfänglichen Coordinaten 
a, b, c dess~lben Elementes in folgender Weise abhängen: 
so sind 
x = la +mb+nc, 
y = lttt tm'b -(n'c, 
z = l"atm"btn"c, 
x' = ayP, y' = byQ, z' = cyB 
·die Coordinaten desselben Elementes zur Zeit t in Bezug auf das neue mit der 
Zeit veränderliche System, und die Gleichung der Oberfläche ·des Ellipsoides wird 
x'2 . y'• z'z 
A'P t ß•Q+ c•R = 1' 
woraus die oben angegebene geometrische Bedeutung unserer Hypothese (1.) 
unmittelbar hervorgeht. Aber es ergiebt sieb auch der Werth des Potentiales 
im Elemente (x',y',z') oder (a,b,.c) zur Zeit f: 
r /'CJJ'tls c· . x" y'• zlt ) 
V =.n{, -;} l- A'Pts- JJ•Qt$,~ c•Rts 
· _ /'CJJ d.s ( · · Pa' Qb" ' Rc't 
= n{, .Lf f- A 2 P+s - 8 1Q+s -:- f?R+s ), 
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· also 
.f'""ds P 
L = nJ 7' A 2P+s' 
I) 
L'=O, 
worin 
ltl' = o, 
' 
ist. Dieselben Werthe ergeben sich auch aus den Formeln des §. 4 der Ab-
handlung; doch schien es mir zweckmäfsig, d'ieselhen für unsern Fall direct 
abzuleiten. 
§. 2. 
Nach diesen u1_1mittelbareu Folgerungen aus der Hypothese geben wit· 
zu der Untersuchung über, wann dieselbe mit den Differentialgleichungen (a) 
im §. 1 ·der Abhandlung in Uebereinstimmnng ist. Durch eine erste Differen-
tiation erhalten wir in Verbindung mit den Integralgleichungen (I.) (in §. 5 
der Abb.) folgende Gleichungen: 
Wl + 1 dn' +· 11 d1j11 _ 1 of. dm dm' dm11 
m dt m dt m dt - ~""' ·n dt . + n' dt + 1611 dt = - i5!l; 
(3.) dl + 1 dl
1 + 11 dl11 · 58 l dn + l' du/ + l" drj11 _ • 58 . n dt , tt dt '' dt = ! ; dt dt dt - - ~ ' 
l dm + l' dm' + 1"dm11 = ·~· m dl + m' dl' +m" dl11 = -.J.~·, dt dt . ' dt ~ ' dt dt dt ~ 
also für den An~angszustand der Bewegung die Relationen 
C ~;')0 =-Cd;;"\= !5!l; C ~;'\ . -c~;)o =!58 ; C~7)o = -c~;)= !~· 
Da ferner 
L'=.M'=N'=O 
ist, so ergiebt die folgende Differentiation 
· dm dn dm' du' dm11 dtt11 
dt dt +Tt dt +dt dt = O, 
(4.) dn dl dn
1 dl1 dn11 dl11 
dt dt + dt dt + dt dt = o, 
ili dm dl' dm1 dU' dm" ·· 
dt dt + dt dt + dt dt = 0· 
Hieraus folgen für den Anfangszustand der Bewegung die Relationen 
l(dm') .(d"")} l(d'"') (al)} l(dl) (dm')} m~ = 2m t Tt o- Tt o ; ~5!l = 258 t · at o - dt o ; 5!l?B = 2~ t dt o- Tt o '
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also auch 
~2 (I2 + (I2 ~2 + ~2 jß2 = o, 
d. h. 
~<f=O, ~~=0, ~=0. 
Es ist daher entweder 
~=0, ~=0, ~=0, 
oder z. B. 
( dl) (dm') ~=O, ~=O, .dt il = df·o' 
In beiden Fällen entnimmt man aus den Gleichungen (3.) 
l du.+ l' dn'+ l" d"" = 0 
dt dt dt ' 
d11 I d111 II d1111 
1ft dt +"' dt + 'llt ·df = o, 
so dafs, mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) 
dn : dn' : dn" = v : v' : v" = n : n': n'1 
n u' · 
ist, woraus folgt, dafs die Verhältnisse ----;;, -" conslant und folglich 
n u 
(5.) n=O, n'=O 
ist. Hieraus e1·gieht sich sogleich in Verbindung mii P' = 0, Q' ---0, dafs auch 
(6.) rn" .:._ O, l" . 0 
sein mufs. Die Forderungen der Hypothese (1.) und die daraus abgeleiteten 
Folgerungen (3.) und (4.) reduciren sich daher auf die Gleichungen 
B' = Im+ l' m' = O ,· l dm + l' dm! = 1 ~. dl dm + dl' dm' _. O 
dt dt ~ ' dt dt dt Tt- . . 
Man setze deshalb 
I'= hl, m = - nm', 
wol'in I• eine neue Function bezeichnet, deren Anfangswerth = 0 ist; durch 
Einführung dieser beiden Aqsdrücke für 1', m in i die zuletzt aufgestellten 
Gleichungen erhält man 
dh ( dm' ,dl)dh . 
-Im' dt = ! ~; · I ilt - m · dt dt = O. 
Es ist dahe1· entweder 
dd" = o" h _ o, l' = o, m = o~ · · & '· o, t 
/ :c ::;::= Ia, y = m'IJ, z == n"e 
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oder, wenn (I von Null verschieden, 
dm' , dl 
IF=m dt' m'=l~ l'= -m~ 
x=latmh, y= -matlb~ z=n"c. 
Der erste dieser beiden Fälle stimmt mit dem zu Anfang des §. 9 der Ab-
handlung angeführten überein; bezeichnet man die Axen Al, Bm', Cn" mit 
a, ß, ')', so hat man zur Bestimmung derselben und der Function a die 
Gleichungen 
aßr = Const. 
worin 
ist. 
worin 
d = y( 1+ '~!)( 1t r;;:)( 1+ c•8n".). 
Wenn nun A-:- B ist; so sind die beiden ersten dieser Gleichungen unter 
einander identisch, und man e,rhält den in §§. 6-8 der Abhandlung unter-
suchten FaU. Ist ·dagegen B von A verschieden, so.· ergiebt die genauere 
Untersuchung, wie sie sogleich angedeutet werden soll, dafs diesen fünf zur 
Bestimmung· der v,ier Functionen l, m~ n"., a dienenden Gleichungen nur ,durch 
ein . constantes 
n" = 1 
6 
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worin 
Damit die drei letzten Gleichungen mit einander harmoniren, ist erforderlich, dafs 
d"l 2 d 1m 2 dt'- = - k l' dt2 = - k rn, 
l- kt+(dl) sinkt "n=(dm) sinkt 
- cos . dt 0 k ' " dt 0 k 
ist; aus f + mz = 1, folgt endlich 
C~!)o=O, ca;;·)o=k, 
I= coskt, m =sinkt, 
worin k zweideutig ist. Dies ist der Satz von Jacohi. 
Dafs wirklieb in diesem Falle tt" constant sein mufs, ergiebt sich auf 
folgendem Wege, dessen nähere Ausfiihrung hier aber zu viel Raum ein-
nehmen würde. Die beiden ersten der fünf Gleichungen geben e1 und 
l ~;~ + m ~t':' ausgedrückt durch n"; verbindet man hiermit die beiden letzten 
Gleichungen und verfährt wie in §. 6 der Abhandlung, so kann man l und m 
vollständig eliminiren, und man erhält folgende Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 
1 d1 u11 3 (du")" 2 11 ; f'rro ds n"s 
2n112 (ii2- 4n113 dt + Won • = 28n J ~ d · (A1 +n".t)(ß1 +n"s)' 
0 
welche nun no·cb mit der !lritlen jener fünf Gleichungen 
"d'n" 2Enj<X>ds' .Aa B 1 · · -~··"'ds n111 
n -- = - -· · . - 2.m -· .......-~-,-
, dt-2 c· 0 L1 .A 2t nlrs ß•t tt"s . ~ . 0 . d C2tl111t 8 
harmoniren mnfs. Allein aus der Combination dieser beiden Gleiclmrigen leitet 
dn" d 2tl1 
man eine von dt , dt• befreite Gleichung ab, von welcher man nachweisen 
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kann, dafs sie für kein noch so kleines an n" = 1 angrenzendes Intervall von 
W erthen eine Identität in Bezug auf n" sein kann, wie auch die Integrations-
coostanten und die Axen A, B, C beschaffen sein mögen. Woraus folgt, dafs 
n" conslant sein mufs. 
§. 3. 
Statt nun die zweite Hypothese, welche darin besteht, dafs während 
der ga~zen Dauer de~ Bewegung die Relationen 
T= ).' )." I''!'" v' v'' 0, A2+7r+ c2 -
7,, = Ä.11). fA-11 I' v"v 0, A2 +--w-+ cz -
T" -· ).).' + !'!'' + vv' = 0 
- A2 ß2 cz 
Statt finden, in ähnlicher Weise zu behandeln, wie die soeben untersuchte, 
ziehe ich es vor, einen allgemeinen Satz zu beweisen, vermöge dessen diese 
Discussiön sogleich auf die vorhergebende zurückgeführt werden kann. Frei-
lich ist die Umformung der Differentialgleichungen (a) (§. 1 der Abh.), welche 
zu diesem Resultat führt, etwas umständlich, allein es ist mir bis jetzt nicht 
geglückt, dasselbe auf einem kürzeren Wege zu erreichen. 
Durch die zu Anfang des §. 2 der Abhandlung ilngedeutete Auflösung 
· der neun Differentialgleichungen erhält man z. B. 
~;! = ~~-l- 2B(LJ.tN'tttM'v), 
(7.) ~:~ = !~ tt-28(N'J.tMtttL'v), 
ddz~ . 2az Jl - 21i_ ( M'). + L',u + Nv ), 
t c -
und hieraus ergeben sieb die sechs andern zweiten Derivirten durch gleich-
zeitige Accentuation der Buchstaben I, m, n, l, ft, 11. Setzen wir ferner zur 
Abkürzung . 
. . . . • foo d~ (QR-P 12 RP- 0' 2 _ PQ-R' 2 ) • /"so sds 
K := nf 7s + A 2 + nz + -----c'i- nJ Lla , 
. ,. • u. () . 
. _· .. f.. 00 sds K" = ""J. da·; 
() 
K " _ . f'
00 
s
2ds 
- nJ Lla , 
() 
so ist zu folge §. 4 der Abhandlung; 
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L'= 
M'= 
Hieraus findet man 
L 1.. t N'p,f M'v = ! 1..- ~~(SI.. t T" 1..' t T' 1..") t ~~ 8~1(;z, 
'''l-t M _1 L' K K' (S t T" 't T' m, t K" m H " - 11' T V = ß2 11' - ßl .. 11' 11' ,u } B' C' At ' 
M '1fL' t N K K' (S t T" 'f T' ")tK'' " 
" p· V= (!lv-C'~ 11 V V czAzyz' 
Multiplicirt man daher die Gleichungen (7.) der Reihe nach einmal mit A2 l, 
B 2 m, C2 t~; dann mit A2 l', B 2 m', C2 n'; endlich mit A.2 l", B 2 m", C 2 n" und 
addirt jedesmal, so erhält man d~e folgenden Gleichungen: 
(8.) 
A 2 l d
2
l+B 2 m d2mfC2 t~ d'~n = 2a-2e{K-SK't(S'8"-T2)K"I dl 2 dt 2 dt 2 , 
A zl' dzl+Bz 'dzmtc• ,dztt-dt 2 m dt 2 1 11 dt 2 -
A'l"d'l+Bz "dzm+Cz "dztt = 
dt 2 m dt 2 1 n dt 2 
- 2e { - T" K' t ( TT'- T 11 8 11) K"l, 
-2t{-T'K't(T11 T-T'S 1)K"I· 
Es wird nicht nöthig sein, die sechs anderen Gleichungen, welche man durch 
Accentuation (die jedoch nicht auf K, K', K" .auszudehnen ist) aus diesen 
erhält~ ebenfalls hieb er zu setzen; doch bemerke ich, dafs aus ~en drei Pa.aren 
dieser Gleichungen, auf deren rechter Seite a fehlt, sogleich die drei Integral-
gleichungen (li.) (§. 5 der Abh.) folgen, welche von dem Princip der Flächen 
herrühren. Die Gleichungen (8.) führen nun zum Beweise eines neuen Satzes 
über das Dirichletsche Problem. Zu dem Zweck führe i8h folgende. neun 
Functionen der Zeit ein : 
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111 c 1 =An; 
4:5 
.Al' ml = B ; 
m~ =m'; 
,, c , 
mi = B n; 
.A f' nl·=c ; 
n ' -· Bm"· 1- c , 
und übertrage jede früher zur Abkürzung- eingeführte Bezeichnung durch An-
hängung des Index 1 auf die Verbindungen, welche in derselben Weise von 
diesen neuen Functionen abhängen, so dafs z. B. 
Pt = Ii+ l?t 1~'2 
ist. Dann ergiebt sich 
ferner 
P1 = B 2 C 2 (S'S"- T 2); 
01 = C 2 A 2 (S"S- 'T'2); 
Bl = A2 B 2 (SS'- Tm); 
P~ = A 2BC(T'T"- TS), 
Q~ = B 2CA(T"T- T'S'); 
Ri = C 2AB(TT'-T"S"); 
Q1B1 __.: ~2 = ..42 S; Q~Ri- PiP1 = BCT; 
B1P1- Q? = B 2 S'; RiP~- Q~ Q1 = CAT'; 
P~Q~-Bi2 - C 2 S"; P~Q~ -RiRt=ABT". 
. Da ferner umgekehrt 
I I B = .A ml; 
l" c = .A nt; 
.AI' m = B t; 
m' = mi; 
1n"- C n'· 
-lf u 
ist, so folgt unmittelbar, dafs auch 
P= B 2C2 (S~S~'- Ti); 
etc. 
und 
Al" n = C 1; 
' . B " n = C m1; 
n" = n~ 
QR-P'2 = ..428 1 ; 
etc. 
Q' R'- P' P = BCT1 ; 
ist. Nun war früher 
~ t _g_ t _!!:_ = S'Sii- T 2 t S"S- T'2 t SS'- T 112 • B~c~ cz .Az _A2 8 a , 
znfolge der vorstehenden Relationen ist -dieser Ausdruck aber auch gleich dem 
folgenden: 
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S 'S" TZ+S"S T'ZtS .~1 T"Z- P, + Q, + R, 1 1- 1 1 1- 1 tRJt- 1- n•c• C"A" A'B•' 
und ebenso ergiebt sich 
S tS't·S'' = 
folglich 
d1 = d, 
K 1 =K, K{=K', K;'=K" 
und daher 
etc. 
L~-
_.I_K'f T 1T 11-T8K" 
BC BC 
etc. 
Hieraus folgt nun endlich, dafs die Gleichungen (8.) sieb folgenderm..afsen 
schreiben lassen: 
I d
2l1 t /' d 2l'. +' I'' d•t;' _ 2u 2 L 1 dt 2 1 dt 2 1 dt 2 - A 2 - 8 1 ' 
d 2 l1 I d 2 l: II d 2 li' 
m1 dt• +.mt dt" + ml (iil -
d 2 l1 1 d 2 l; II d 2 l:' 
n1 dt• + n1 dt• + n1 (iil -
etc. 
Da nun aufserdem 
2+11 m~n~' =2+lm'n" = 1, 
so ergiebt sich durch Vergleichung mit den Gleichungen ( a 1 (§. 1 der Abh.) 
folgendes Theorem: 
Einer jeden durch die Gleichungen 
x = Ia tmb tnc, 
y = l'atm'btn'c, 
z = l"atm"htn"c 
ausgedrUckten Bewe!J""!I eines flüssigen EllipHides, des.<Jen tmfättglicll~ 
Oberfläche die Gleickut~g 
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a1 bz c~ .A~ + ßZ + ca = 1 • 
hat~ entspricM durch Abänderung des anfänglichen Bewegungszustandes 
eine zweite durch die Gleichungen 
x 1 Ia+ .!!.t'b + .!!.t"c 
- 8 c ~ 
B B 
Y1 - Ama+ m'bt C m"tJ~ 
Z 1 - ~ na + ~ n' b + n" c 
ausgedrückte Bewegllng desselben Ellipsoides. 
Uebm· diesen Satz mögen hier nur folgende allgemeine Bemerkungen 
noeh Platz finden. Die zweite Bewegung untersche-idet sich von der ersten 
dadurch, dafs an die Stelle von 
(~7 )0~ ( dn) dt 0' (!!E__) dt o' ( dn') dt 0' (dl") dt 0, (dm") dt 0 
die Gröfsen 
~ (dl') ~ ( dl" ) , 8 ( dm) B (dm") , E._ (!!!!...) , C ( dn') 
B • dt o' (; dt o A lit o' C dt o A dt o B dt o 
treten. Die beiden anfänglich coincidirenden Ellipsoide sind auch zu jeder 
späteren Zeit einander congruent, da d 1 =Li ist. Je zwei anfänglich zu--
sammenfallende Thailehen erleiden. in beiden Bewegungen zu derselben Zeit 
auch denselben Druck, da für beide Bewegungen a dieselbe Bedeutung ~at; 
dies läfst sich auch leicht durch die im §. 4 der Abhandlung zur Bestimmung 
von a gegebene Formel verificiren, da die Gröfsen 
QR-P12 t RP-()12 t PQ-R' 2 d ~ dl d). ~- · ---g2- C 2 un dt dt 
beim Uebergange von der einen Bewegung zur anderen ungeändert bleiben. 
Es verdient ferner bemerkt zu werden, dafs in Folge der Willkürlich-
keit der Vorzeichen der Axen A, B, C jedesmal vier solche correspondirende 
Bewegungen existiren, welche unter einander in derselben Beziehung stehen, 
wie die vier durch die Coefficientensysteme 
~ ~ ~ ~ -~ -~ 
I'~ tn'~ n' ~ -I', m' 
' 
n' 
. ' 
I" 1n", ". -l", tn", n" 
' 
n' 
' 
l, -111, n, '~ m~ -n~ 
l' 
- ' 
rn', n' 
- ' 
I' 
' 
tn', n' 
- ' 
l" 
' 
:_m" 
' 
n" 
' 
-l", -rn", n" 
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charakterisirten Bewegungen, welche durch Vertauschung der positiven Coor-
dinatenrichtun~en mit den negativen aus einander entspringen. 
Endlich leuchtet ein, dafs bei dem Uepergange von der einen zu der 
anderen Bewegung die Integralgleichungen (1.) und (II.) sich mit einander 
vertauschen, während das aus dem Princip der lebendigen Kraft herrührende 
Integral (111.) ungeändert bleibt (§. 5 .,.der Abh.). 
Wenn ferner für den Anfangszii~tand der Bewegung die Relationen 
B(dm) = A(dt') , c(dn) = A(dl") , B(dm") = c(d'") dt 0 dt 0 dt 0 dt 0 dt 0 dt 0 
gelten, so ist auch für die ganze Dauer der Bewegung 
Brn =Al', Ctt =Al", Brn" = Cn'· 
und die beiden Bewegungen sind identisch. In diesem Fall reduciren sich 
die neun Differentialgleichungen ( a.) auf nur sechs wesentlich verschiedene, 
und die Bewegung hängt nur noch von fünf willkürlichen Constanten ab. 
§. 4. 
Ist nun während der ganzen Dauer der Bewegung T = 0, T' = O, 
1"' = 0, so ist in der correspondirenden Bewegung beständig 
P~=O, Q~=O, B~=O 
und umgekehrt. Die Gleichungen de1· letzteren haben daher zufolge unserer 
Nsten Untersuchung entweder die Form 
X• I a 1 y 'b ""'1 -- n1"c 1 = 1 ' 1 = rnl , .., 
ode1· 
X1= l1 a+ rn1 b, y1 = -rn1at l1 b, Z 1 = n~ c; B = A, 
in welchen beiden Fällen die ursprüngliche Bewegung dieselben Gleichungen 
hat; oder endlich die correspondirende Bewegung besteht in der gleichförmigen 
Rotation 
J'~=acoskttbsinkt, y1 =-asinkttbcoskt, Z 1 =c 
eines Jacobischen ungleichaxigen.Ellipsoides. Dann ist die ursprüngliche Be-
wegung durch die Gleichungen 
x· = (l cos kt -- b ~ sinkt, y = a ! sinkt+ b cos kt, z = c 
ausgedrückt, und hierin besteht der am Schlufs der Dirichletscnen Abhandlung 
von mir mitgelheilte Satz. 
Zürich, den 61•n August 1860. 
!-
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